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Vorwort. 

Die Grundsätze, die ich bei der Ausarbeitung des der Differmtidl- 
recknung gewidmeten und im Jahre 1910 erschienenen ersten Teiles 
meiner Aufgabensammlung befolgte, waren für mich auch bei dem Tor- 
liegenden zweiten Teile, der die Aufgaben zur Anwendung der Integral- 
rechnung enthält, maßgebend. Da diese Grandsätze im Vorwort zum 
ersten Teile erwähnt sind, kann ich mich nun auf diesen Hinweis he- 



Besonderen Dank sage ich dem Studierenden der Elektrotechnik 
Hen-n Paul Hammerschmidt, der die Figuren 63, 64, 70, 71, 74 und 
95 gezeichnet hat. 

Femer ist es mir eine angenehme Pflicht Herrn Prlvatdozentea 
2)r.-3u8. Victor Blaeß und Herrn Professor Dr. Jakob Horu meinen 
herzlichsten Dank auszusprechen für ihre bereitwillige und sorgfaltige 
Hilfe bei der Korrektur. Herr Blaeß hat das ganze Buch ira Fahnen- 
satz durchgesehen, Herr Hörn hat die aweite Korrektur gelesen, beiden 
verdanke ich zahlreiche Anregungen und Verbesserungen 

Auch der Verlagsbuchhandlung vonB. G. Teubner satje irh meinen 
besten Dank für die mustergültige Drucklegung und die s-chone Aus- 
stattung des Buches. 

Darmstadi, den 22. Mai 1913. 

F. Diiigeldey. 
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§1. 

Einige allgemeine Regeln. Integration der Potenz. 

1. Bedeutet a eine beliebige Konstante, so ist 

jaf(x)dx = ajf(x)dx. 

2. Sind in endliclier Anzahl n irgend welche FuHlitionen u^,u^,...u^ 
der unabhängigen Veränderlichen x gegeben und werden diese Punk- 
tionen der Reihe nach mit beliebigen positiven oder negativen Konstan- 
ten (Koeffizienten) a^, a^, ... a„ multipliziert und alsdann addiert, so 
gilt für die Integration der so entstehenden Summe von Funktionen 
die Regel: 

I (djU-^ + «8^5-1- ■ ■ - -f a^ujdx=^ j a^u^dx + j a^u^dx -^ ■ ■ ■ -{-j a^u^dx 

-= % ju^dx + a^ju^dx -}-■■• + a^Ju^dx. 

3. Hat das „unbestimmte" Integral 

jf(x) dx 

den Wert F(x) -j- C, wo C eine willkürliehe Integra t ionskonstante be- 
deutet, so gilt für das von X — ahis x ^h erstreckte bestimmte Integral 
des Differentials f{x)dx die Formel 

J'f{i)ix-F{V)-F{a). 

Hierbei isfc vorausgesetzt, daß die Funktionen f{x) und F(x) in 
dem Intervalle von a bis i einschlJeßUch der Grenzen endlich und 
stetig sind. 

Die Berechnung von J^(&) — F{a) wird im folgenden häufig durch 
\_F[x')\^^ oder noch kürzer durch [-F(ic)] angedeutet. 

4:, Bei Vertaufichung der Grenzen eines bestimmten Integrals be- 
steht die I'ormel 



jf{x)dx = ~Jf(x)dx. 
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§ 1, Einige allgemeine Eegelii. Integration der Potenz;. 
5. Ist ni eine zwischen a uad h gelegene Zahl, so gilt die Gleichung 



fnx)ix-ff(x)dx+ff{x)ds 




6. Ein ebeaes Flächenstück sei begrenzt dnrch den ganz auf einer 
Seite der a:-AGlise eines rechtwinkligen Koordinatensysteme gelegenen 
Bogen AB der Kurre y = f{x), durch die zu den Endpunkten A, B des 
Bogens gehörigen Ordinaten MA, NB und das 
Stück MN der a;- Achse (Fig. 1). Haben die Punkte 
A,B die Abszissen a bzw. h, so besteht für den 
Inhalt F des so begrenzten Flüchen stüeks^) die 
Formel 

F-ff(x)dx. 

Dabei ist vorausgesetzt, daß die Funktion f(x) in dem Inter- 
valle von a bis b einschließlich der Grenzen eindeutig, endlich iind 
stetig sei. 

Ist die Gleichung der Kurve auf schiefwinklige Koordinaten mit 
dem Achsenwinkel m bezogen, so ist der Inhalt F des durch den Bogen 
AB, die zur j/-Achse parallelen Ordinaten MÄ, NB und das Stück 
MN der Abszissenachse begrenzten Fläehenstüclts durch die Formel 



F= sin to //'(a;) dx 

gegeben. 

Bei den später folgenden Beispielen wird für ein in der soeben an- 
gegebenen Weise begrenztes Flächenstück der kurze Ausdinick „Fläche 
der Kurve y = f(x) für das Intervall von a bis &" gebraucht. 

7. Für die Integration der Potens x'\ deren Exponent ii eine be- 
liebige konstante Zahl, k = — 1 ausgenommen, bedeutet, gilt die Formel 

J ^"dx = f^[ + C (n^-1). 

Im Falle Ji = — 1 besteht die Formel 

j x~'^dx= j -- dx = lux + 0, 

1) Auafütrlicher wird die ßeroohnung des Inhalts ubencr Placlienstücke vc 
§ 15 behandelt. 
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Integration der Poteiia. 
in der '£ positiv vorausgesetzt ist^); bei negativem x müßte i 
I ^ dx'= In (~ x) + C 



insbesondere ist 



Beispiele. 
Jx^dx = ix* + C.^) 
flx^dx = x''. 
J(ax^+ 2hx -\'c)dx = \ax^ -^Ix^+e 



f 

4. Welche Funktion F(x) hat die Ableitung 5x^ — 5x + S und 
nimmt für 3; = 2 den Wert 5 an? 

F(x)^f{$x^'-5x + S)dx = x^--lx^+8x+ C. 

Da für x^'2 diese Funktion gleich 5 werden boUj findet man 
C = — 9, somit 

F{x) = x^ ~ 'l x^ + Sx ~- 9. 

5. Ti dx =Jx- ^dx^-^- 

6. f'-\dx = ~- ~-^ ^_^ , , faUs n + ■'- 1 ist. 

7. 1 ^ ~ ^ ~ ^'^ dx = -- x^ — 4x^ — 'dx -{- A-Anx. 

8. Welche Funktion F(x) hat die Ableitung — -\- 6 und für x^-l 
den Wert 2? 

_F(3:) -![-■ + 5) (Ix =■- 3bix + bx+ G, 

wobei C = — 3 gefunden wird. 

9. fix^dx - [|iK^"^'=- K32 -' 1) = 18 ^ 

1) Es -weide daran erinuert, daß Ina; den catürlicliea Logarithmus von 3) 
bedeutet, während dei' zur Baeia 10 gehörige, also der gewöhnliche Logarithmus 
durch log X beaeichaet werden soll. Vgl, Teil I, Fußnote zu S. 6. 

2) Bei den folgenden Aufgaben wurde die wüLkürliche lutegratiouakoastante 
C, die den ausgerechneten Integralwerten eigentlich hinzuEufügen wäre, der Ein- 
fachheit halber meistens weggelassen. 
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Einige all gen 



3 Regeln. Integration der Potenx. 



10. Wie groß ist der Flächeninhalt ÄMNB der Parabel y = 2x* für 
a; = 1 bis a: = 2 (Fig. 2)? 

Betragen die Längeneinheiten, ia denen die Ab- 
Hziesen x ^ 1 und x ^ 2 gegeben sind, Dezimeter, 
so beträgt der Flächeninhalt 4|- qdm. 

11. Die gleiche Anfgabe für die Kurve y = ^x^ 
und das Interyall von x = bis a; = 2. 

Mac findet F^l. 

12. Maa bestimme den Flächeninhalt der Kurve 
"^ j/ + äx^ — Qx^ =" für das Intervall von a: = bis 

x = 2 (Fig. 3). 

F = 5f{2x^ -x^)dx = 'd[lx'-~ l :t*]'= 4. 

13. Man bestimme die Inhalte F, und F^ der zu deu Intervallen 
" ■ 's a; = 2 bzw. von a^ = 2 | 





bis X = '^ gehörigen Fläehenstücke der Kurve i/ = {x — l)(x~2){x — 'd) 
= x^~Gx^+ Ux-6 (Fig. 4). 
Man findet 

F,= ^, F^^-{- 

Warum ist F^ negativ? Die Summe der absoluten Werte der beiden 
Fläehenstücke wird F =- I'\ — i*^, = | ■ Waram würde es falsch sein, 
hei direkter Berechnung der Summe F die Integration über ydx von 
1=1 bis a: = iä zu erstrecken? 
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Flächeninlialt ebener Kurven, 5 

14. Wie groß ist der Inhalt der auf ihre Asymptoten als Koordi- 
naten üchsen bezogenen Hyperbel y ^ — für das Intervall toh «^ bis x^, 
■wenn ra der Winkel der beiden Asymptoten und < x^ < a:^ ist? 

Man findet 



J^=sin 



'S"^""-" 



Insbesondere im Falle a:^= 1, a:^ = X, iii^ l, a = l^ ergibt sich 



i¥='-|- 



Hierbei ist vorausgesetzt, daß a und ?> positiv seien. 

16. Welche Wärmemenge ist nötig, um 10 kg Eisen, das eine Tem- 
peratur von 20" C hat, auf 100" zu erwäi-men, wenn die spesißsche 
Wärme c, des Eisens bei der zwischen 0° und 200" gelegenen Tempe- 
ratur t durch die Formel 

c,= 0,1053 + 0,000142 i 

gegeben ist? Wie groß ist die zur Erwärmung aufgewandte Arbeit in 
Kilo gr ammetern ? 

Zunächst werde daran erinnert, daß man unter der spezifischen 
Wärme eines Korpers gewöhnlich die Wäimemeuge versteht, die not- 
wendig ist, um bei der Gewichtseinheit des Körpers eine Erwärmung 
um 1*0 hervorzubringen. Wählt man als Gewichtseinheit das Kilo- 
gramm, so wird als Einheit der Wärmemenge eine „große Kalorik' oder 
Kilo gram mkalorie angenommen, d, i. diejenige Wärmemenge, die ein 
Kilogramm Wasser von 14j'' auf 15^" erwärmt (vgl. Teil I, S. 34). 
Wählt man als Gewichtseinheit daa Gramm, so legt man als Einheit der 
Wärmemenge die Grammkalorie zu Grunde, d. i. diejenige Wärmemenge, 
die ein Gramm Wasser von 14|^" auf Ibj" erwärmt. In beiden Fällen 
hat Cj denselben Zahlenwert. 

Will man aber die Änderung berüeksiuhtigen, die die spezifische 
Wärme bei Änderung der Temperatur erfährt, was bei der vorliegenden 
Aufgabe geschehen soll, so definiert man die spezifische Wärme durch 
die Formel 



wo dQ die Wärmemenge bedeutet, die notwendig ist, um eine Gewiclits- 
einheit des Körpers von der Temperatur t um dt z\i erwäi-men. 
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6 § 1. Hinige allgemeine Kegeln. Integration der Poteni. 

Bei dor gestollteii Aufgabe ist 

c, ■= '-'-ß = 0,105B + 0,000142 (, 
' dt ' ' ' ' 

für 1 kg wird dabev 

Q =|'(0,10o3 + 0,000142 t)dt'-^ [0,1053 f, + 0,000071 ;^/" '"''= 3,1056, 

für 10 kg Eisen ist die gesuchte Wärmemenge gleich 91,056 Kilogramm- 
kalo rien. 

Will man die dieser Erwärmung gleichwertige Arbeit L in Kilo- 
grammetern ausgedrückt wissen, so ist die gefundene Anzahl von Kilo- 
grammkalorien mit 427, dem sogenannten mechanischen Wärmeäquiva- 
lent zu multiplizieren, denn einer großen Kalorie entspricht ein Arbeits- 
wert von 427 kgm (vgl Teil I, S. 34 f ). 

Im vorliegenden Beispiel findet man L = 38880,9 kgm. 



!'''■ I Yxdx = j x^dx = \x'' = IxYx. 
18' / 1 V^^ dx = x^= x\^x^. 

20. i\/x'"'dx'" — - — X " ^ — -. — xyx'". 
J m-\-n m-^n 

21. p^^x'"-'^dx^x^^yV\ 



J ^ 



^+12^^"==l/i(-^^-4^HG|^--y.«+1.2) 



23. Welchen Flächeninhalt hat das Segment, das von der Parabel 
= — a;^ -|- 7 a: — 10 durch die «-Achse abgeschnitten wird (vgl. 
Fig. 5)? 

Die Kurve achneidet die ar-Achae an de)i btellen 
x^2 und « = 5; daher wird 




F=f{—X^^ Ix- 10)f/,:K = 4|- 
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Fläch Riiinli alt der ParabcL 

24, Man soll zeigen, daß die Fläche der Parabel y^ = px fii 
Intervall von a: = bis x = Xi gleicli fa^jJ/^ ist, wo ^^ die zur 
Xi gehörige positive Ordinate -|- l/pa^^ bedeutet. 

7'"' = Yp j x^ äx ~ \y px^ = \^-i_VpX\= g-^i^i- 



2Ö. Wie groß ist der Inhalt F des den zwei Parabeln y^~ 2px 
und x^ -=^ 2'py gemeinsamen Flächenatücks (Fig. 6)? 

Der Schnittpunkt, P der beiden Kurven hat die Koordinaten 

X = y '^ 2p; 



l''=J{V2px-^)dx^ lp\ 



Diese Änfgabe ist ein besonderer Fall der fol- j-^g j ^~^ 

gen den: 

26. Zwei kongruente Parabeln haben denselben Seheitel, und ihre 
Achsen bilden miteinander den Winkel a. Wie groß iat der Inhalt F 
des den beiden Parabeln gemeinsamen Flächenstiicks (Fig. 7)? 

Ist 1/^— 2px = die Gleichung der einen Parabel, so hat die an- 
dere eine Gleichung von der Form Y^— 2pX = 0, wo X und T die 
Abkürzungen 



X — :ccosK + ^sin 



¥=- 



- y cos a 



Tiedeuten, denn diese beiden Gleichungen sind bekanntlich die Formeln 
für die l'ransformation eines rechtwinkligen Koordinatensystems bei 
Drehung des Systems in positivem Sinn 
(dem Sinn derjenigen Drehung, die die po- 
sitive Richtung der y;- Achse auf kürzestem 
Wege in die positive Richtung der »/-Achse 
überführt) um den Winkel a. Bezogen auf 
das durch die Achsen X nnd Y gebildete 
Koordinatensystem hat die zweite Parabel 
offenbar die Gleichung Y^~ 2pX = 0. 

Die beiden Kurven schneiden sich im 
JKoordinatenanfang und in einem Punkte 
P, der auf einer durch gehenden, unter 

dem Winkel l a gegen die 3;- Achse geneigten Gteraden liegt, denn die 
Parabeln und Ihre Achsen bilden eine Figur, die die Halbierungslinie 
des Winkels a der beiden Parabelaehsen zur Symmetrielinie hat. Die 
Koordinaten des Punktes P sind daher von der Form x,= ocos-^k, 
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8 § 1- Einige allgemtine Regeln, Integration der Potenz. 

^^=(1810 Ja, wo ß einen Proportionalitätsfaktor bedeutet, deu man 
leicht gleich 

2j)C0B l a : sin^l a 

findet. Daher hat P die Koordinaten 

^i — '^P '^o*^ T '^ ' j/[ = 2jj cot 1 ß . 

Die Hälfte des gesuchten Inhalts i*' des den beiden Parabeln ge- 
meinsamen Flächen Stücks ist 



^F-fy^pxdx- AOMP, 



■wo AOMP den Inhalt jX^y^ des Dreiecks OMP bezeichnet. 
Unter Rücksicht auf das Ergebnis von Aufgabe 24 ist daher 

somit 

27. Den Inhalt der zu dem Intervall von a; = bis a: -- 8 gehörigen 
Fläche der Neilschen Parabel j/^= ^x'^ zu bestimmen (vgl. Fig. 26 in 
Teil I, S. 67). 

Man findet 

F'^J\y2x^dx =i-|/2U%= 12,8. 

28. Die Gleichung y"' = lex" eteUt, wenn m und n ganze positive 
Zahlen sind, eine durch den Koordinatenanfang gehende Kurve dar, die 
man als Parabel höherer Ordnung bezeichnet (je nachdem m > m oder 
M>m ist, heißt die Parabel von der m"^ oder w**" Ordnung), Dabei 
werde der Einfachheit halber angenommen, daß li eine positive Zahl ist; 
alsdann liegt ein Teil der Kurve jedenfalls im ersten Quadranten des Ko- 

or dinatenay s te m s . 
p^ Ist Pi(iCi, Vx) ein in diesem Quadranten be- 

;;;;P^ findlicher Punkt der Kurve und sind F^M-^^ und 

— ^ '^ A-^i die von Pj auf die Koordinatenachsen ge- 

^^ ^ fällten Lote (Fig.8), so vs-ird das Rechteck OM^P^N^ 

durch den Kurvenbogen OF^ in zwei Teile zerlegt, 

und die Inhalte F^,F^ dieser an die r-Achae bzw. j;-Aclise anstoßenden 

Teile verhalten sich zueinander wie m zu «, es ist Fj^: F^'^ m : n. Dies 

soll bewiesen werden. 

Man findet 



ip. 
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Flächeninhalt der Parabel. 9 ■ 

Es werde noch bemerkt, daß die Kurve im ersten Quadranten der 
positiven Richtung der j^-Ächse die konkave oder konvexe Seite zukehrt, 
je nachdem m > jw oder n < m ist. Vgl. Teil I, S. 96. 

29. Man soll den Inhalt der Parabel p — ax^ + 2bx + c für das 
Intervall von a: = bis a; = 2/( bestimmen und in das Ergebnis an Stelle 
der drei Koeffizienten a, i, c die zu den Abszissen 0, h, 2h gehörigen 
Ordinaten y^,, y^, y^ einführen. 

SÄ 

F ^f{ax^ + 2hx + c)äx= f ak' + 4hh^ -h 2cli. 
Kun ist 

y„ = c, j/i — «A^ + 26/( + c, J/a =" Aali^ -f- ihk + c, 



und 



2o./i^ = i/o - 2yi + J/a, 46A = — -Ay 
F=-lh{y, + iy, + i,,). 



Offenbar ist diese Formel von der Lage der j/-Ächse völlig nnab- 
hängig, so daß sie auch für den Inhalt eines Flächenstücka der Parabel 
y = ax^ -\- 2bx + c gilt, das zu dem Intervall von 3^ = 3^0 bis x^Xg-\-2h 
gehört, wenn i/fl, y,, y^ die den Abszissen a; = 3:Di ^i=^^o-\-l'', ^2 — ^0"^^^ 
entsprechenden Ordinaten bezeichnen. 

Der für F abgeleitete Ausdruck bildet eine Grundlage für die nähe- 
rungsiüeise Bestimmung des Inhalts einer Fläche, die durch einen be- 
liebigen Kurvenbogen P^P, die Ordinaten y^ und y seiner Endpunkte 
und das zugehörige Stück Jlfo if der Ab- 
szissenachse (Fig. 9) begrenzt ist; dabei 
muß die Kui've keineswe^ durch ihre 
Gleichung gegeben sein, es genügt, wenn 
sie gezeichnet vorliegt. Um einen an- 
genäherten Ausdruck für den Inhalt der 
Fläche F^M^MPF^ zu erhalten, teilt - 
man die Strecke Mf,M in 2w, also in 
eine gerade Anzahl gleicher Teile; jeder 

derselben habe die Länge h. Durch Ordinaten, die man in den Teil- 
punkten errichtet, wird alsdann die ganze Fläche in 2 n Streifen oder 
in n Doppelstreifen zerlegt, und diese Doppelstreifen sind oben durch 
die Knrvenbogen P„P^, P^P^, . . . P^.^^P begrenzt (Fig. 9). 

"Würden diese Bogen mehreren Parabeln angehören, deren jede eine 
Gleichung von der Form y = ax^ + 2bx + c hat, so würden die Inhalte 
der Doppelstreifen völlig genau der Reihe nach durch 

■\Hya + ^Ui + v^), iKys + ^y^ + j/J. ■ ■ ■ \Ky^n-^. + ^Vi^-t + y^«) 

ausgedrückt, wohei die Ordinate y des Punktes P durch )/,„ ersetzt 
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Einige all gen 



3 Kegeln, Integration der Pol 



Gehören die BogeE P^Pg, P^F^, .. .F^^^^F irgend welchen anderen 
Kurven an, so stellen die eben angeführten Ausdrücke die Inhalte der 
Doppelstreifen nur rnigmähert dar. 

Durch Addition der angegebenen Ausdrücke iindet man folgende 
Näherungsformel : 

die nach dem Engländer Thomas Simpson, der sie im Jahre 1743 
veröffentlichte/) als Simpsonsche Begel bezeichnet wird. 

Liegt die Kurve F^P geseichnet vor, so sind die Ordinaten y^, 
Vu-'-y^^ mit einem Maßstab zu messen. Ist die Kurve durch ihre 
Gleichung y = f{x) gegeben, so muß man die zu den Abszissen 

gehörigen Ordinaten !/,,, i/j, . , ., y^„_^, j/^^ berechnen. Nach dem letzten 
Verfahren kann man überhaupt, ganz abgesehen von seiner geometri- 
schen oder irgend einer anderen Bedeutung, angenähert den Wert des 

bestimmten Integrals / f(x)dx finden. Ein Beispiel hierzu wird in § 6, 

Aufg, 37, S. 81 gegeben. 

Es werde bei dieser Gelegenheit noch auf eine andere Formel hin- 
gewiesen, die zur näherungs weisen Berechnung eines Integrals oder zur 
Bestimmung eines Flächeninhalts dienen kann. 

Der Anfangspunkt Pq des Kur- 
venbogens PoP„ habe die Abszisse 
cCij, der Endpunkt P„ die Abszisse x^. 
Teilt man nun das zu F(,F^ gehörige 
Stück M^i 31^ der Abszisseaachse in 
n gleiche Teile von der Länge 
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'* und errichtet man in den Teilpunkten 

die Ordinaten JfjP„JlfsPa,..., so wird die Fläche Po-M"o-3f„P„Po in « 
Streifen zerlegt (Fig. 10). Man kann nun angenähert den Inhalt dieser 
Fläche ersetzen durch die Summe der Inhalte der Trapeze 

F^M.Wf.F^, P,M,jM,Fs,..., 

die entstehen, wenn man die Kurvenpnnkte P^, Pj, F^, . . . durch Sehnen 

1) Der Gedanke, der der Simpsonschen Regel zugrunde liegt, findet sich, 
übrigens schon im .Talirc 1668 bei J. Gregory. Vgl. G. Ileini'icli in dor Zeit- 
schrift Bibliotheca matliematica (3) 1 (1900), S, 90^32. 
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Simpson sehe Regel, Trapezf'ormel. H 

verbindet. Hat irgend ein Teilpunkt Mj. die Ordinate j/;, so kann daher 
der Inlialt der Fläche JP^M^M„F^T^ oder daa Integral 



ff{£)äx, 



wo y = fix) die Gleichung der Kurve P(,P„ bedeutet, angenälierl durch 
die Formel 

-f =="2 {!/i)-i-?/i + ;/i-r?y3+-- ■+!/„-!+ ^nl 

dargestellt werden, die man als Trapesformel bezeichnet. So lange die 
Kurve nach oben konvex ist, gibt diese Formel einen zu Meinen Wert 
für den Inhalt der entsprechenden Fläche, so lange die Kurve nach oben 
konkav ist einen zu großen Wert. 

30.Die Simpsonache Regel wird z.B. beim Bau einesSchiffes benutzt, 
um die Inhalte der vertikalen Querprofile, der in gleichen wagrechten 
Abständen reehtmnUig zur Sehwimmebene (Konstruktiona-Waaserlinie) 
und rechtwinklig zum Kiel gelegten Schnittebenen oder Spcmten zu be- 
rechnen, oder auch zur Berechnung der in gleichen senkrechten Abständen 
pa/railel zur Ebene der Konstruktions -Wasserlinie gelegten hoiizontalen 
Schnitte oder Wasserlinien, falls man nicht vorzieht, diese Bestimmungen 
bei den in verkleinertem Maßstabe vorliegenden Zeichnungen der Schnitte 
mit Hilfe eines Planimeters auszuführen. 

Diese Ergebnisse kann man nun als Ordinalen y von Kurven auf- 
fassen und wieder mit Hilfe der Simpaonschen Regel das Volumen der 
verdrängten Wassermasse, die Wasserverdrängung (das Deplacement) 

berechnen, indem entweder die Inhalte der Spantflächen oder (zur Kon- 
trolle) die Inhalte der Wasaerlinienflächen benutzt werden. 

Man berechne z. B. den Hauptspant (d. i. den an der Stelle der 

größten Breite des Schiffes befindlichen Spant) bei einem kleinen 

Schroi^enäampfer, wenn die halbe Breite 

A^B^ des Hauptspantes in der Konstruk- 

tions-Wasserlinie 2,46 m beträgt (Fig. 11). 

In der Tiefe w = 0,393 m unter dieser 

Wasserlinie sei die halbe Breite J.^ B^ 

= 2,35 m; es gehören ferner zusammen die 

Werte 2w und Ä^B^ = 2,0ira, 5w und , 

^^3= 1,41m, iw und A^B^^ OßO m. 

Hier sind die Längen A^B^ {i = 0, 1, 2, 3, 4) 

die bei der Simpsonschen Regel in Aufg, 2Ö mit y^ bezeichneten Größen. 

Die unten am Kiel übrig bleibende Flüche J^Bja soll als rechtwink- 
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§ 1. Eiuige allgei 



B Regoln. Integration der Potens. 



ligea Dreieck betrachtet and für sich berechnet werden; die Katheten 
haben die Länge 0,60 m und 0,39 m. 

Die Figur stellt die rechte Hälfte des Hauptspantes dar; man er- 
hält mit Hilfe der Simpsonschen Regel für ihren Inhalt: 



|2,46+0,G0 + 4(2,35 H 
6 + 0,117 ==^3,023. 



1,41) + 2- 2,04) + 



Die ganze Fläche hat hiernach einen Inhalt S = 6,046 qm; die Tiefe 
A^K beträgt 1,962 m. 

31. Die Wasserverdrängung V des Sehrauhendampfers in Aufg, 30 
zu berechnen, wenn 15 Spanteiiflächen ausgerechnet wurden, dere]i 
jede von der benachbarten einen Abstand A^l,5m hat. Mit 2^ {i = 0, 1, 
2, . . ., 14) werde der halbe Inhalt einer solchen Spantenfläche bezeichnet 
In Fig. 12 sind die Beträge e^ 
durch Ordinaten dargestellt; 
die erste Spante habe Tom 
j^^.jg ^3 nächetgelegenen Ende M des 

Schiffes den Abstand MF^ 
= lj37 m, die letzte Spante habe vom nächsten Ende JV" den Abstand 
F^^N = 1,48 m. Die halbe Wasserverdrängung -^ V soll mit Hilfe der 
Simpsonschen Regel bestimmt werden, die nan in der Form 



(1) 



■^0+Y2i4+2(^1 + «3 + - 



,a) + («s^£'4+- 



geschrieben werden möge. Zu diesem Ausdruck hat mau den vor der 
ersten und hinter der letzten Spante gelegenen ßaumteil hinzuzufügen, 
der angenähert als halbes Rechtflaeh betrachtet werden kann. 
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Die zweite Spalte der vorstehenden Tafel enthält die Werte s^ 
in Quadratmetern, die dann folgende Spalte die Faktoren i oder 2 
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WaseerverdränguHg eines ScKiifcs. 13 

oder 1 entsprechend dem Ausdruck (1); die yierte Spalte enthält die 
Produkte dieser Faktoren nnd der zogehorigen Werte zy). 

Für den Ausdruck (l) findet man — ■ 1,5-43,50 = 43,50 cbm; die 
beiden anderen oben erwähnten Raumteile haben das Volumen 
1,370,60 ^„. , , 1,48-0,31 ^ „„ , 

So ergibt sieh fF== 43,50 + 0,34 + 0,23 = 44,07 cbra und r=88 cbm. 
Die Länge des Schraubendampf er s beträgt 

14 ■ 1,5 + 1,37 + 1,48 = 23,85 m. 

32. Ein materieller Punkt von der Masse m befindet sich zur Zeit 
i -. an der SteUe im Abstand a von der Oberfläche der ruhend 
gedachten Erde und hat die nach dem Mittelpunkt der Erde gerichtete 
Geschwindigkeit v^. In welchem Abstand s von befindet sich der 
Punkt zur Zeit t und wie groß ist alsdann seine Geschwindigkeit v, wenn 
g die dem Punkt durch die Anziehungskraft der Erde erteilte Beschleuni- 
gung der Schwere ist? Die Änderung, die diese Beschleunigung bei 
Änderung des Abstandea vom Mittelpunkt der Erde erfährt, soU ver- 
nachMasigt werden, auch werde angenommen, daß die Bewegung im 
luftleeren Räume erfolgi^} Vgl. Aufg. 13, S. 51 und Aufg. 1, S. 142 ff. 
Wie in den Anfangsgründen der Mechanik gezeigt wird, ist die Be- 
schleunigung gleich der zweiten Ableitung ttj der gesuchten Punktion 
s ■= f{t), die die Abhängigkeit der von dem Punkt durchlaufenen Weg- 
strecke s von der Zeit t darstellt. Die Geschwindigkeit v ist gleich der 
ersten Ableitung jr {vgl. Teil I, S. 17); sie hat die Richtung der senk- 
recht nach unten wirkenden Beschleunigung der Schwere und ist positiv, 
da dieser ßicbtung der positive Sinn beigelegt werden soH. 

Das Produkt aus der Masse m des materiellen Punktes P und der 
ihr erteilten Beschleunigung ist nun nach einem Grundgesetz der Dynar 
mik gleich der auf P wirkenden Kraft, die im vorliegenden Fall die 
Schwere mg ist. Man hat somit 



1) Die in Aufg. 30 und 31 vorkommenden Zablenwerte b 
Vorlesung über Schiffsbau von Herrn Professor W. Riehn in Hannover-, ich ver- 
danke sie meinem verehrten Kollegen Herrn Professor Dr. ing. E. Heidebroek. 

ä) Die Beschleunigung g der Schwere, d.h. der Zuwachs, den die Geschwin- 
digkeit eines im luftleeren Räume in der Nähe der Erdoberfläche fallenden 
Körpers in der Sekunde erfährt, beträgt am Äq^uator 978 cm/sek', in mittleren 
geographiachea Breiten, «. B. in der Breite von Berlin, 981 cm/sek-, aa den beiden 
Polen 983 cm/sekl 



y Google 



e Hegeln. Integration der Potenz. 



'-'!il~Js'lt-9t + c„ 



Tvo c^ eine Konstante bedeutet, die eich bestimmen läßt, wenn raan be- 
achtet, daß zur Zeit t = dio Geschwindigkeit v gleich tg sein soll. 
Daher wird Cj = v^ und 

(1) ^~v-gt + ,,. 
Eine zweite Integrütion liefert 

wo die Konstante c^ sieh bestimmen läßt, v^eiiu man beachtet, daß zur 
Zeit f --= auch s = ist. So findet man c^ = und 

(2) ,,■= ^, S'f-'fr,;. 
Aus (1) und (2) folgt noch: 

(3) s=^-.^^^--, t, = +y'2"^s+"i>o^ 

Die Gleichuugeii (1), (2) und (3) stellen die Gesetze des freien 
Falls dar. Wäre die Geschwindigkeit des Punktes zur Zeit i ■= vei-tikal 
nach oben gerichtet gewesen, so hätte mau in den vorstehenden Formeln 
Uu durch — Vg zn ersetzen. Der Punkt P würde alsdann zunächst steigen 
während einer Zeit t, die aus ^ gt — v^ folgt, also gleich v^ : g ist; 
für die von ihm hierbei zurückgelegte Weglänge erhält mans= —v^:2g, 
nnd zwar ist diese negativ, da der senkrecht nach unten erfolgenden 
Bewegung der positive Sinn beigelegt würde. Nach Verlauf der Zeit 
t = v^:g beginnt der materielle Punkt zu faRen, Wie man sieht, ist die 
Bewegung des Punktes von m unabhängig, in "Übereinstimmung mit der 
Tatsache, daß im luftleeren Raum alle Körper gleich schnell fallen, welche 
Masse sie auch haben mögen. ^) 



1) Sclioa G, B. Benedetti (1&30— 1590) kannte dia BesoUeumi^nng 'beini 
freien Fall imd behauptete, daß Körper desselben. Stoffes, aber von versclnedener 
Grolle, mit gleiclier Geschwindigkeit fallen. Jedoch glaubte er, daß die Fallgeschwin- 
digkeit gleich großer und gleich gestalteter Körper dem Gewicht dieser Körpei pio- 
potfcional sei. Etwa im Jahre 1&90 fand G. Galilei (1564—1642), der als Begründer 
der Dynamik angesehen werden kann, daß alle Körper gleich schnell fallen müßten, 
wenn der Widerstand der Luft nicht vorhanden wäre. Zur espenmentellen 
Bestätigung diesM Sataea ließ bi Steine von dem schiefen Turme in Pisa heiab- 
l'allen. Diese erreichten nahezn gleichzeitig den Brdhoden, einerlei oL sie einzeln 
fielen oder ob mehrere Steine zusammengehnnden fielen. Tgl. hierzu E, Mach, 
Die Mechanik in ihrer Entwickching historisch - kritisch dargestellt, 9, Aufl., 
Leipzig 1908, S. 125—149 und S, 370-376; F. Kosenherger, Die Geschichte 
der Physik, 2. Teil, Braunschweig 1884, S. 16-36; G, Galilei, De motu, abge- 
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Fall und Wuvf im luftleeven Raum. 15 

33. Ein im luftleeren Raum befindlicher materieller Punkt P von 
der Masse m wird zur Zeit t = von der Stelle (dem Koordiuaten- 
anfang) aus mit einer Anfangsgeschwindigkeit Vf, weggesehleudert, deren 
ßichtong gegen die Horizontalehen e unter dem Winkel <x (Elevations- 
winkel) geneigt ist. Man soll zeigen, daß unter Einwirkung der Schwere 
der Punkt P zur Zeit t die Koordinaten hat 

X = iVf, (103 K, •(/ =- tVf^ sin « ■— l gt". 

Hierbei ist die a;- Achse die wagrechte Gerade, die man iu der durch, 
die Richtung k der Anfangsgeschwindigkeit bestimmten, durch ge- 
henden Vertikalehene ziehen kann; die positive Richtung der y-Achee 
erstrecke sich senkrecht nach oben, der Winkel « werde voTi. der posi- 
tiven Richtung der a:- Achse aus gerechnet. 

Ba wird sich zeigen, daß die Bahnkurve des Punktes in der soeben 
näher bestimmten Vertikalebene (fl:j/-Ebene) liegt; da dies aber noch 
nicht bewiesen ist, werde zunächst durch rechtwinklig zur 3; -Achse 
eine wagrechte 5-Achse gelegt. 

Nach einem Grundgesetz der Mechanik bestehen die Gleichungen. 

(1) m-'-^^X, m-.-L^Y, m-j-i = Z, 

wenn auf einen frei im Raum beweglichen Punkt von der Masse m 
Kräfte wirken, deren Resultante (Mittelkraft) die den Koordinaten- 
achsen parallelen Komponenten (Seitenkräfte) X, Y, Z hat. Im vor- 
liegenden Falle wirkt auf den Punkt P, sobald er aus dem Koordinaten- 
anfang weg geschleudert ist, nur die Schwerkraft mg, und zwar in der ne- 
gativen Richtung der y-Achse. Man hat somit 

(2) '»«-.-». «'iJ,--"}, «'^.-O; 

durch Integration erhält man die den Koordinatenachsen parallelen 
Komponenten der Geschwindigkeit des Punktes zur Zeit (, nämlich 

Die Konstanten Cj, c^, c^ lassen sich bestimmen, indem man die Glei- 

druckt in Le Opere die Galileo Galilei, Edizione nazionale (dh'ettore A, Fa- 
varo) Bd. 1, Florenz 1890, S, MSff.; vgl. femer für die Fallg-esetze G. Galilei, 
Disoorsi e dimoetrazioni matematiclLe intorno a due nuovc Boienae attinejiti alla 
lueccanioa e i moiiiffleiiti looali, Leiden 1638, abgedruckt in den eben erwähnten 
Opere di G. Galilei, Bd. 8, Florenz 1898, S. IBOff., ins Dentscke übersetzt von 
A. von Oettingen, Oatwalds Klassiker der exakten Wissen Schäften Wr. 24, 
Leipzig 1891, insbesondere S. 9—26. Vgl. ferner H. E. Timerding, Die Fall- 
gesetze, Leipzig und Berlin 1912. 
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16 § 1. Kinigo allgometne Bcgela. Intcgratiou iler Potenz. 

chungea (3) für den Anfangs zu stand der Bewegung (t =^ 0) hinsehreibt; 
alsdann folgt 

(4) «(, cos a — c^ , i'd sin ß =- Cg , -= Cj . 

Die lutegratioa der Gleichungen (3) ergibt mit ßüclisidht auf (4): 

(5) X — Vf,t cos a -^ d^, y = — ^ gf -{- Vf^t sin cc -\- d^, e == d^, 

und hier findet man für jede der drei Integrationskonstanten d^, d^, dg 
den Betrag NuU, wenn man beachtet, daß der Punkt P zur Zeit t = 
die Koordinaten x -^ y ^ s = hatte. Der Punkt P befindet sich also 
zur Zeit t an der SfceUe (ygl. Teil I, S, 180): 

(6) X = t\t cos a, y = t\t sin ß — -J gt^, ^ = 0. 

Die Konipoiiejiten seiner Geschwindigkeit sind nach (3) und (4) oder 
nach (6): 

■-,; = V(, COS K , --^ = v. s,iu a -- gt , -^ = , 
röt " ' dt " ■' ' dt ' 



die Geschwindigkeit selbst wird: 

Wie mau aus (6) ersieht, verläuft die Bewegung des Punktes in 
der durch die Richtung der Anfangsgeschwindigkeit bestimmten 'Ver- 
tikalebene (a;^-Ebene), Die Bahnkurve ist von der Masse in des Punktes 
unabhängig, sie hängt nur ab von der Größe und Richtung der An- 
fangsgeschwindigkeit sowie von der Beschleunigung der Schwere. Durch 
die Gleichungen (6) sind die Koordinaten eines Punktes der Bahnkurve 
als Funktionen des Parameters t dargestellt. Ausdrücklich sei noch ein- 
mal hervorgehoben, daß der Wideretand der Luft nicht berücksichtigt 
wurde; auch wurde angenommen, daß die Beschleunigung der Schwere 
konstant ist und längs der ganzen Bahnkurve in derselben Richtung 
wirkt, Annahmen, die nur innerhalb eines beschränkten Raumes gemacht 
werden können. 

Durch Elimination von t aus den Gleichungen (C) erhält man die 
Gleichung der Bahnkurve in der Gestalt 

(9) y = «tgo; — -g-— s-^-"a"*^ oder gx^ — v^xsm2a.-{-'2v^^yGi:)S^K = ^. 

Eine nähere Untersuchung ergibt für die Bahn eine Pajrahd^) mit 

1) Daß dev matetielle Punkt, wenn kein Widerstand vorhanden ist, eins 
Parabel lieschreibt, fand G. Galilei; vgl. deesen schon S. 15 erwähntes Werk 
DiseorBi e diaioBtiaaioni matemaüclie, abgedcuckt in den Opere di 6. Galilei, Bd. 8, 
Florenz 1898, S, 2(i8ff., Oatwalda Klasaiker der esakteu. Wissenschaften Sr. 24, 
Leipzig 1891. S. SOff. 
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Wurfparabel, 



n 



vertikaler Aelise (Fig. 13). Die Kurve scbneidet die a;- Achse, vomKoordi- 
natenanfang abgeselien, an der Stelle x "- ~ — — , und dieser Ausdruck 
stellt daher die Wurfweite dar. Diese wird offenbar gleich groß für die 
zwei Eievations Winkel a und 90'' — k und erreicht für k = 45** ihren 
größten Wert. 

Bei Bestimmung des Sckeüels der Parabel, der höchsten Stelle der 
Bahnkurve, ist zu beachten, daß für ihn die vertikale Komponente der 
Geschwindigkeit verschwindet. Da dies nach (7) für t = -"~ eintritt, 
erhält man für den Scheitel der Parabel die Koordinaten 



(10) 



2« 



<Jl- 



Seine Höhe über der a:-Achse erreicht ihren größten Betrag für 
ß = 90", also beim vertikalen Wurf, für den die Parabel natürlich in 
die doppelt zu zählende j/-Aehse ausartet. Offenbar ist die größte, für 
a = 451» erreichbare Wurfweite doppelt so groß wie die größte, für 
« = 90° erreichbare Höhe. 

Die Hüllkurve der bei gleicher Anfangsgeschwindigkeit v^ zu ver- 
schiedenen Elevations winkeln a gehörigen AVurfparabeln wurde schon in 
Teil I, S. 180 bestimmt (vgl. Fig. 13). Auch wurde dort schon erwähnt, daß 




alle diese W'urfparabeln eine gemeinsame Leitlinie haben, während ihre 
BremtpunMe auf einem Kreis liegen, der den Ausgangspunkt der Be- 
wegung zum Mittelpunkt hat und die gemeinsame Leitlinie beröhrt. 
Dies ergibt sich leicht, wenn man die Gleichung (9) in der Form 



(11) 



{x-i\y+--^ — (y-yO- 



schreibt, wo Xj und y^ die in (10) angegebenen Koordinaten des Scheitels 
bedeuten. Die gemeinsame Leitlinie verläuft, wie gleichfalls aus (11) 
leicht eraichtlich ist, im Abstand v^^^ : 2(f parallel zur a;-Achse, sie liegt 
also in derjenigen Höhe, bis zu der sich der senkrecht in die Hohe ge- 
schleuderte materielle Punkt erhebt. 
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Die Scheitel der zu gleicher Anfangsgeschwindiglieit »(,, aber zu ver- 
ßchiedenen EleTationswinkebi a gehörigen, in einer und derselbea Ebene 
befindlielien Wurfpara.beln liegen auf einer Ellipse, die das von auf 
die gemeinsame Leitlinie gefällte Lot zur Meinen Achse, eine doppelt 
so lauge Strecke zur großen Achse hat. Jeder außerhalb dieser Ellipse 
gelegene Punkt Q kann nur von dem absteigenden Ast der zwei durch l^' 
gehenden Wurfpai-abeln. getroffen werden (vgl. Teill, S. 180 f.). 

Bei Berücksichtigung aller Parabeln, die zu gleich großen, aber 
sieh von aus nach beliebigen Riehtuugen des Raumes erstreckenden 
Geschwindigkeiten v^ gehören, erhält man als Ort der Brennpunkte 
statt des früheren Kreises eine Kugel, als Ort der Leitlinien eine wag- 
reehte Ebene, die Seheitel der Parabeln ei-fiillen ein Rotationsellipsoid. 

34. Nach einem Satze der Hydrostatik ist der Ihitch dp, den die 
in einem Gefäß enthaltene Flüssigkeit auf ein Fläch enfceücben dF der 
Seitenwand des Gfefäßes ausübt, gleich dem Produkt aus dem Gewicht y 
der Volunieinheit der Flüssigkeit, dem Flächeninhalt dF und der Tiefe a;, 
in der das Teilehen äF unter dem Wasserspiegel gelegen ist. Gleiches 
gilt, wenn dF nicht der Seitenwand des Gefäßes angehört, sondern sich 
auf einer in das Gefäß getauchten Fläche befindet. 

Es wird nun eine ebene rechteckige Fläche vertikal in das Gefäß 
getaucht, das mit irgend einer Flüssigkeit gefüllt sei. Die eine Seiten- 
linie des ßechtecks liege im Wasserspiegel imd habe die Länge a = 3 dm, 
die beiden Tertikaien Seiten haben die Länge & = 5 dm. Wie groß ist der 
auf jede Seitenfläche des Hechteeks ausgeübte Druck ^? 

Zwei in der Tiefe x und x + dx auf der Fläche des Rechtecks ge- 
zogene wagrechte Geraden begreuzen einen Streifen vom Inhalt dF^Sdx-^ 
daher ist dp ■=- Qyxdx und 

p -^3y j xdx = 37,5;'. 

Die benutzten Längeneinheiten sind Dezimeter, somit p = 37,5y kg, 
wenn ein Kubikdezimeter der Flüssigkeit y Kilogramm wiegt. 

35. Unter denselben Voraussetzungen wie bei der vorhergehenden 
Aufgabe wird gefragt, in welcher Tiefe x = i eine wagrechte Gerade 
zu ziehen ist, die das Rechteck derart in zwei Teile teilen boU, daß der 
auf den oberen Teil ausgeübte Druck so groß ist wie der auf den unteren. 
Teil ausgeübte Dmck. 

Offenbar muß die Gleichung bestehen 
i 5 

Zy j xdx = ZyJ xdx oder |^= 25 — ^^, 

woraus S ^ 3,535 dm hervorgeht. 
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36. In welchen Tiefen sind wagreehte Geraden zu ziehen, die das 
Rechteck in Äufg. 34 derart in n Streifen teilen, daß die anf die ein- 
zelnen Streifen ansgeübten Drucke einander gleich sind? Die wag- 
rechten Seiten des Rechtecks haben die Länge a, die beiden anderen 
Seiten die Länge &. 

Es seien x^, w^, . . ■ X/^, . . . x^_-i von oben nach iinten gerechnet die 
Tiefen, in denen die Geraden der gewünschten Beschaffenheit liegen, 
jP^ = jP3 = ---=jPj= ■■■ ="I'„_i=P„ seien die auf die einzelnen Streifen 

ausgeübten gleich großen Drucke. Alsdann ist ji=pj 4-pg ■] l-i>jH 

+-P«-i+-Pn *^^^ Gesamtdiuek, mit dem die Flüssigkeit auf jede Seiten- 
fläche dea Rechtecks wirkt; daher wird Px + P2-^ ■ ' ■ +ft^ — Pi "^d 
wenn man die den beiden Seiten dieser Gleichung zugehörigen Integrale 
anschreibt, folgt 

■yl j axclx -\- j axdx + ■ ■ ■ -{- j axdx) ^ -- f axäx 

oder (nach Regel 5, S. 2) 

y f axdx='-^ I axdx, also »3:^^=-^— 
J '* ../ * '»■ 

und 



So folgt 



■ b =y 1 -.y^ : . . . -.yk : . . .y'n - 1 -.Yn 



Zur Konstruktion der Tiefen X^, X^, . . . a:^, . . . ic^_i teile man die 
Seite h=^AIi des Rechtecks in n gleiche Teile (Fig. 14 gilt für « — 6): 
ÄÄ^= A^A^^ A^A^ = . . . = A^^iB, beschreilDe über AB als Durch- 
messer einen Halbkreis und ziehe durch die Teilpunkte 
A^, A^,,..A^_^ rechtwinklig zu AS Geraden, die die 
Kreisperipherie in 2j, J(j,.. .^'„„^ treffen. Alsdann ist 

AX,'=AB-AA,^h-]'^ 
und 

37. Den Druiik zu bestimmen, den die B'lüssigkeit 
auf die Fläche des eingetauchten Rechtecks ausübt, wenn 
diese gegen den Flüssigkeitsspiegel unter dem Winkel « geneigt ist und 
der obere Rand des Rechtecks sich in wagrechter Li^e in der Tiefe c 
unterhalb des Spiegels befindet. 
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Begrenzt man in der Ebene des Rechtecks einen Streifen, indem 
man in den Abständen x und x -\- dx von der Seite AS (Fig. 15) Par- 
allelen KU dieser Seite zieht, so stellt ya(c + X sin a)dx den auf diesen 
Streifen ausgeübten Druck dii dar. Man erhält 

somit 




p^yaji 



(e + yr sin k)(^^ - 



38. Ein dünnes voUkommen biegsames und 
un aus dehn bares Seil, das außerdem homogen ist 
und konstanten Querschnitt hat, (oder ein E'aden 
von gleicher Beschaffenheit) wird an seinen beiden 
ifjg j5 Enden aufgehängt. Welche Gleicligewicktslage 

nimmt das Seil ein, wenn auf jede Stelle desselben 
senkrecht nach unten eine Kraft oder eine Belastung einwirkt, die sich 
über die Projektion der Seilkurve auf eine wagrechte Gerade gleich- 
mäßig verteilen würde? 

Ist diese wagrechte Gerade die 3:-Achse eines rechtwinkligen Koor- 
dinatensystems, so soll demnach die auf ein Bogenelement ds der Seil- 
kurve senkrecht nach unten wirkende Kraft oder Belastung der Projek- 
tion dx des Bogenelements auf die a:-Ächse proportional sein. Dabei 
werde angenommen, daß die Endeu des Seiles in der vei^tikalen a^jz-Ebene 
«ines rechtwinkligen räumlichen Koordinatensystems liegen, bei dem sich 
die positive Richtung der i/-Achse vertikal nach oben erstreckt. 

Es möge zuerst der a%emeiMere Fall betrachtet werden, daß die senk- 
recht nach unten wirkende Belastung des zum Punkt P der Kurve gehöri- 
gen Bogenelements ds gleich f \x)äx istj wo ip (x) eine stetige Funktion der 
Abszisse x des Punktes P bedeutet. Würde das unter Wirkung dieser Be- 
lastung befindliche Seil an irgend einer Stelle P durchschnitten, so könnte 
nur mit Hilfe von zwei gleichen entgegengesetzt 

7 gerichteten Kräften, deren jede die zu P gehörige 
j Spannung darstellt, das Gleichgewicht wieder her- 
gestellt werden. Die in P vorhandene Spannung S 
ist jedenfalls eine Funktion der Koordinaten von P 
und hat die Richtung der in P gezogenen Tan- 
gente, Im benachbarten Punkte Pj ist die Span- 
nung 8 -j- dS. Auf das Eogenelement PP^ = ds 
(Fig, 16) wirken daher im Falle des Gleichge- 
wichts folgende Kräfte: in P die Spannung S in 
Richtung der Tangente von P nach unten, in P^ 
die Spannung S -{- dS in Richtung der Tangente von P^ mich oben, 
im Schwerpunkt des Bogenelements die Belastung (p(x)dx senkrecht 
nach unten. 
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Bildet die in P gezogene Tangente P T mit den Achsen des räum- 
liclien Koordinatensystems (dessen .s-Ächse wagrecht liegt} die Winkel 
K, /3, y, so hat S in UicMung der Koordinatenachsen die Komponenten 
— ScoSK, ■— Scosß, — Sqo&y; die Spannung S + dS hat die Kom- 
ponenten 

Scoaa + (i(ScosK), Scosß + d{Scoäß), Scony + d{Scosy), 
daher kommen im ganzen folgende Komponenten in Betracht: 

!X = — Ä cos ß + S cos a + d (S cos «) 
Y = ~ Seos(3 + Scos^ + d{Scosß) - 9)(a^)(?a; 
Z = — Scosf -{- Scosy + (^(Scos)'). 

Da Gleich gewicht vorhanden ist, müssen die Komponenten verschwin- 
den, man hat also 

(2) (?(Scos«)=0, d{ScQsß)->f(x)dx-0, diß cosy)^0. 

Die erste dieser drei Gleichungen ergiht Scosa = Cj, die dritte 
Scosy^c^, wo e^ und Cj Integra tions konstanten bedeuten; daher ist 
Cg cos K = Ci cos y, und wenn man beachtet, daß cos « = ^ i coa J" = -3- 
ist, folgt durch Integration c^x ~ c^s + c, d. h. die Punkte der Kurve 
liegen in einer zur y-Achse parallelen Ebene. Diese muß aber mit der 
rc^-Ehene selbst zusammenfallen, da die Endpunkte des Seiles schon in 
dieser Ebene liegen. Alsdann liegen aueh alle Tangenten der Seilkurve 
in der a:y-Ebene oder y ist gleich 90", cosj' = 0, somit cos^ =^ sin«. 

Die Gieiehungon (2) können nunmehr durch 

(3) .ScosK = Ci, d{S^ma)-fp{x)dx-0 

ersetzt werden, von denen die erste aussagt, daß die wagrechte Kom- 
ponente der Spannung in allen Kurvenpunkten gleich groß ist. Ferner 
ist -^-- = tgc, daher 

dy dy 



' "d'x = 
(4) Ssin« = SeoE« 



Die Konstante C^ ist offenbar die Spannung H in demjenigen Kuiven- 
punkt, dessen Taagente wagrecht verläuft, denn für k = ergibt die 
erste Gleichung (3) S— c^. Allgemein ist also 

(5) S cos ß = JZ" oder S = IT : cos cc . 

Die zweite Gleichung (3) kann nunmehr wegen (4) durch 

(6) ffS-^w 
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ersetzt werden. Durcli zwei Integrationen und BestimmuEg dor hierbei 
auftretenden lutegrationskonatanten erhält man die gesuchte Gleichung 
der Seilkurve. 

Umgekehrt kann (6) dazu dienen, die Art der Belastung fp(x)dx 
zu bestimmen, die vorhanden sein muß, damit die Seilkurve eine der 
Gleichung y = f{x) entsprechende Gestalt habe.^) 

Bei der oben gestellten Aufgabe soll die Belastung des Eogenelements 
ds seiner Projektion dx auf die 3;-Aehse proportional sein; an Stelle von 
<p{x)dx tritt also nunmehr qdx, wo g eine Konstante ist, nämlich die 
Belastung einer Seilläoge, derea Projektion auf die ic-Aehse gleich der 
Längeneinheit ist. An Stelle von (6) tritt nunmehr 

woraus 

(8) a%~qx^v^, Hy-'f + n^^y, 

hervorgeht. Als Seilkurve erhiilt man nunmehr eine Parabel, deren 
Achse zur ^-Achse parallel iat. Verlegt mau die i/-Achse parallel zu 
sich selbst, bis sie durch denjenigen Punkt der Kurve geht, dessen Tan- 
gente w^recht ist (Seheitel der Parabel), so gehören die Werte a: = 
und -^ = zusammen, es ist alsdann y, = 0, und wenn man die a;-Achse 
parallel zu sich selbst verschiebt, bis sie durch don Scheitel der Kurve 
geht, also Scheiteltaugente wird, ist auch noch y^ = 0, und als Glei- 
chung der Seilkurve ergibt sich 

(9) y - iii "'■ 

Hat die Verbindungslinie der Endpunkte A, B des Seiles die Länge 
2(1 und ist sie zur a:- Achse parallel, bedeutet ferner f die Pfeilböhe, 
d. h. den Abstand der Sehne AB vom Scheitel, so ist 



für die wagreclite Koinponmte der Spnnmmi) eines jeden Kurvenpunktes 
folgt daher 

(10) i?-';";, 

und die Spannung S eines beliebigen Punktes Pix, ij) wird alsdanu 
S = .ff ; cos K = 5'l/r+ tgä^ = H ]/l + (Ijj '= -[/ff^T^V 

1) Vgl. L. Hennebetg, Statik dev starren Systeme, Darmetadt 1836, S. 63; 
Hj.Tallqvist, Lehrbuch der technischen Mechanik, Bd. 1, Helsingfors 1903, S. 407 
bis 411. Eine rein geometrische Ableittuig der (ileiclinng (7) gibt 0. Mohr, Ab- 
handlungen »US dem Gebiete der teehnisohen Mechanik, Berlin 1906, S, 64f. 
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oder 

(11) 



Die vertikale Komponente V der Spnnnung erVält man aus 

, H' +¥•'.. S'; 

aie wird 

(12) r-q,c. 

Hat z. B. die Kette einer Sängehrückc (Fig. IT) die Spanaweite 
2a = 60 m und 5 m Pfeilhöiie und beträgt die wagreclite Projektion der 
Belaetung 1500 kg für ein Meter Länge, so wird 7?= 135000 kg^ 
F= 1500'a:, und die Gleicliung y = ^x^ 
liefert die Länge der zu einem KuiTenpunkt 
mit der Abszisse x gehörigen Hängestange. 




39. Über einen zylindrischen Körper sei vom Punkte Ä^ bis zum 
Punkte Ä^ eines zur Achse des Zylinders rechtwinkligen ebenen Quer- 
schnitts ein Seil gelegt. Es wird ferner angenommen, daß der Zylinder 
fest gelagert, also gegen Drehung gesichert ist. An dem einen Ende Aj^ 
des auf dem Zylinder lagernden Seilstiickes wirke eine in dev Ebene des 
genannten Querschnitts liegende tangentiale Ki-aft P^, und es wird nun 
gefragt, welche tangentiale in derselben Ebene liegende Kraft P^ an dem 
Ende Ä^ angreifen muß, um die Kraft P, zu überwinden (Fig. 18). 

Jedenfalls muß Pg > P^ sein, und zwar ist die Gronze, bei der noch 
Gleichgewicht stattfindet, durch eine Gleichung von der li'orin 



(1) 



1\ = F^+ W 



gegeben, wo W den Ileibungswiderstand des Seils und des Zylinders 
bezeichnet. Sobald Pg > Pj + W ist, wird von P^ die Kraft P^ und 
■der Widerstand W überwunden. 

Zur Bestimmung von W betrachten wir zunächst ein kleines Ele- 
ment ds = M^M^ des Seiles. Die in den Endpunkten Jf,, M^ dieses 
Seiles wirkenden Spannungen S^ = S und S^ = S + dS fallen in die 
Richtung der in M^ bzw. M^ gezogenen Tangente 
■des Elementes M^M^ (Fig. 19). Durch diese i 
nungen wird gegen den Zylinder ein Normaldruck *''; 
dS des Seüelementes hervorgerufen, dessen Betrag 
sich ergibt, wenn man in der Mitte M von M^^M^ J-ia. m. 

die Normale MC zieht und die in Richtung dieser Normale fallenden 
Komponenten der Spannungen S^ und S^ zueinander addiert. Wird der 
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und die Summe der beiden genannteu Komponenten, also der Normal- 
druck dN wird 

dN^ {S, + Sa) sin -I dip = (25 + dS) sin i dip. 

Bei Benutzung der Reihe für sin l dip (Teil I, S. 80) und bei Vemaeh- 
läasignng der unendlich kleinen Größen zweiter und höherer Ordnung 
Ordnung kann, hierfür 

(2) dN^^S-\d^ = Sdji; 
gesetzt werden. 

Der Reibungswiderstand d W des Elementes ds ist nach der Lehre 
von der Reibung dem zugehörigen Normaldruck proportional, etwa gleich 
[idN, wo fi den Reibungskoeffizienten bezeichnet. Diese Reibungskraft 
ist im Grenzzustande des Gleichgewichts gleich dem Unterschied 

S, - Si = dS 

der in M^ und 3^^ bestehenden Seilspannungen, daher wird 

(3) d3--{t.dN--iLSdip. 

Mit Hilfe dieser Gleichung bestimme man die Beziehung, die zwi- 
sctien den an den Enden A^, A^ des Heiles wirkenden Kräften Pj, Pj 
und dem Winkel a der in Ä^ und Ä^ gezogenen Normalen (Fig. 18) 
stattfindet. 

Offenbar ist 

/ ■ j, = I (tdip oder In S =- fi i'' + In c , 
somit 

(4) S-ce'". 

Hier bedeutet natürlich j/j das zu dem Winkel i> gehörige Bogen- 
maß, d. h. die zu dem Zentriwinkel ip eines Kreises vom Radius Eins 
gehörige Bogenlänge. Wird der Winkel a von OA^ ans gemessen, so 
gehören ^ = und 5 = P-, zusammen ; daher ist JP^ — c und S = F^ e'"^. 
Da ebenso ijj — a und S — P^ zusammengehören, folgt 

(5) P^ = P,e"^. 

Sobald Pj > P,e>'" ist, wird die Kraft P^ und der Reibungs wider- 
stand W durch die Kraft P^ überwunden. Die Gleichung (5) zeigt außer- 
dem, daß bei hinreichend großem Winkel u eine große Kraft P^ durch 
eine verhältnismäßig kleine Kraft Pj im Gleichgewicht gebalten werden 
kann, besonders dann, wenn a > 2si ist, also das Seil mehr als einmal 
um den Zylinder geschlungen wird. So erklärt sich die Tatsache, daß 
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ein Schiff, das landen soll, am Zurück gleiten verhindert werden kann, 
wenn man ein an dem Schiff befestigtes Seil mehrmals um einen am 
Land befindlichen Pfosten (Spill) herumschlingt. 

Für den Widerstand W ergibt sich aus (1) und (ö) 
(6) Tf =Pi(e'"'-l). 

Bei den vorstehenden Betrachtungen wurde angenommen, daß das 
Seil völlig biegsam sei; ferner wurde das Gewicht des Seils nicht be- 
rücksichtigt. Die Betrachtungen gelten übrigens auch, wenn statt des 
Seiles ein Lederriemen über den Zylinder gelegt ist. Sie sind außerdem 
vom Radius des Zylinders unabhängig, gelten also, welche Größe dieser 
Radius auch haben mag. Nur der Winkel Ä^OA^, den die in den Enden 
A^f A^ dos aufgelagerten Seilstückes in der Ebene des Querschnittes 
P^A^A^Pi gezogenen Normalen miteinander bilden und der Reibungs- 
koeffizient f( sind neben P^ und Pg in den abgeleiteten Gleichungen ent- 
halten. Überhaupt gelten^) diese Ergebnisse auch dann, wenn der Quer- 
schnitt des Zylinders ein konvex gekrümmtes Oval ist. 

Wir teilen noch einige Weihte des Reibungskoeffizienten fi mit.") 
Für Hanfseile auf eisernen Scheiben oder Eisentrommeln ist ji = 0,25,. 
auf Holztrommeln im allgemeinen 0,4, auf rauhem Holz 0,5, auf polier- 
tem Holz 0,33. 

Um zu zeigen, wie rasch P^ mit Pj wächst, seien noch einige Werte 
der Größe c"° angegeben, bei denen (i == 0,4 zugrunde gelegt ist. Es 
gehören zusammen die Werte 

■i; ß = 120° oder arc « = ^ jt imd e" " = 2,57, 

arc« = 2jt und e''" = 1^,34, arcK = ^ ■ 2rc und e'"' = 535,43,. 
area — } ■ 2jr: und e"" = 6611,4, 

1) tvatulich ist diese Gültigkeit insofern beschränkt, ala die abgeleiteten 
Gleichungen nur eine erste Annäherung an die Wirklichkeit darstellen. Die 
Reibung ist em sehr veiwickelter Vorgang, der unraöglicli mathematiscli strenge 
verfolgt werden kann dazu kommt daß die Werte des EeibungskoefBiienten (i 
auch nnr angeniheit r rhtig amd Über die Reibung bei Miemen- v,iid Seütrieben 
findet man näheres 1 ei Kammecer, Zeitschrift des Vereins deutscher In- 
genieure Bd 61 (1J07 S lOhh Zum Studium der Reibung in Lagern bei hoher 
Ü>iifanf,agpschwindigkeit \erweisen wir auf die Abhandlung von 0. Lasche in 
den vom \prein deutboher Ingpiiieuie herausgegebenen Mitteilungen über Por- 
aehnngBarbeiten Heft 9 Berlin 1 03 Vgl. femer R. Stribeck ebenda Heft 7, 
Berlin löüS Die neuestp mathematische Theorie der Reibung, insbesondere für 
die Reihung Bines Zapfens m seinem Lager, gibt A. Sommerfeld in der Zeitschrift 
für Mathen it k und Physik Ld 50 (1904), S. 97—166. Er setzt voraus, daß sich 
zwischen den teilen Pinander reifenden Flächen ein Schmiermittel befindet und 
benutzt hydrodynamische Betrichtungen. 

2) "Vgl Des Ingemeirij Taschenbuch, herausgegeben vom akademischen 
Verein Hütte 31 Aufl Bd 1 ßprlin 1911, S, 2Glf, 
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Biaher war P^ > P^ vora\isgesetzt. Der entgegengesetzte Fall 
Pj > Pj tritt ein, wenn z. B, eine Last P^ mit Hilfe eines über den 
Zylinder gespannten Seiles herabgelassen werden soll. Dann muß 

(7) Pi>Pse'"', d.h. P,e-''">Ps 

sein; für die Gleichgewichts grenze ist P^e~''" — P^. 
Überhaupt findet Gleichgewicht statt, ao lange 

(8) P,e''"^P^'^'P,e-''^ 
ist. 

40. Über eine wagrecht gelagerte runde Welle sei ein Hanfseil ge- 
legt, 80 daß der Winkel a in Fig. 18 gleich 180" ist. Am einen Ende 
des Seiles hängt eine Last Pj von 300 kg. Welche Kraft müßte an dem 
anderen Ende zieben, um diese Last in die Höhe zu befördern? Der 
Reibungskoeffizient /i betrage 0,33. 

Pg = 300 ■ «"'='" = 300 "=^ = 845 qe 1 g - '^i kg 

Die gesuchte Kraft müßte also g oße als 84 kg e n 

41. um dieselbe Weile wir! ein &eil gelegt Us he \\ eile einmal 
ganz umschlingt und dann noch längs des zn enem W kel von 90" 
gehörigen Bogens berührt. Wie groß diif die am e nen '^e i ide ange- 
hängte Last Pg sein, wenn sie di eh eine am ande en Enle wirkende 
Kraft P^ = 15 kg im Grleichgew cht gehalten w rdr' 

Hier ist 

are ß = f %, P., = pJ ' "'^^ "= 200,3 kg -^ 200 kg . 

42. Eine Last P^ von 2400 kg, die an dem einen Ende des 
nm eine eiserne Welle geschlungenen Hanfseiles zieht, soll durch eine 
Kraft P^ = 30 kg im Gleichgewicht gehalten werden; wie groß ist der 
Winkel a, der dem vom Seil umspannten Bogen zugehört? Der Rei- 
bungskoeffizient fi sei 0,25. 

Hier ist 

2400 _ 30 . .V", 0,25«_'°«''°, 

arca= 17,528. 

Die Aii/;ihl der Umwickelungen der Welle beträgt daher 

17,.528; 2^ = 2,790, 

also etwas über 2f , d. h. man muß das Seil zweimal ganz herum- 
sehlingen und dann noch längs eines Bogens anlegen, bei dem der zu- 
gehörige Winkel A-^ OA^ etwas mehr wie 3 Hechte beträgt. 

43. Wirkt auf einen prismatischen oder zylindrischen elastischen 
Stab, der am einen Ende unbeweglich befestigt ist, am anderen Ende 
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eine Kraft P ziehend oder drückend, so erfährt er eine Vergrößerung 
bzw. Verkürzung seiner ursprüiigUclien Länge l um einen Betrag l, und 
zwar ist, wie man empirisch festgestellt hat, diese Längenäaderung der 
wirkenden Kraft P und der Lauge l proportional, hingegen umgekehrt 
proportional dem Querschnitt q des Stabes. Als Proporfcionalitätskon- 
stante tritt ein Faktor, der D^mmtgskoeffi^ietd a auf, der vou dem Stoffe 
des Stabes abhängt und innerhalb gewisser Grenzen (Belastungsgrenzen) 
konstant ist. Man erhält daher 

(1) 1 = "". 

Hierbei pflegt man die in dieser Formel auftretenden Längen in 
Zentimetern, das Gewicht P in Kilogrammen anzugeben; der Zahlen- 
wert a kann Tafeln entnommen werden. Wenn P ziehend wirkt, ist 
offenbar a das Verlänger an gs Verhältnis l : l, das bei einem Stabe von 
1 qcm Querschnitt einer Zugkraft von 1 kg entspricht und Dehnung ge- 
nannt wird. Der Quotient P : g ans der Zug- oder Druckkraft P in kg 
und dem Flächeninhalt q des Querschnitts in qcm heißt die Spannung 
für einen qcm des Querschnitts; wird sie mit ff bezeichnet, so hat man 
die Formel für das Gesetz von R. Hooke (gefunden im Jahre lß60, ver- 
öffentlicht 1678): 
(2) A = a<sl, 

das die 'Proportionalität der Dehnung und Spannung ausspricht. 

In vielen Lehrbüchern der Elastizität und Festigkeit wird nicht der 
Dehnungskoefäzient a eingeführt, sondern dessen reziproker Wert 
E =•! : a, der Elastizitätsmodul; an Stelle von (1) würde alsdann die 
Formel 

treten. Ist der Stab auf Zug beansprucht, so wird E als diejenige Kraft 
gedeutet, die einen Stab vom Querschnitt g =- 1 um seine eigene Länge 
ausdehnen würde. ^) 

"Übrigens besteht die Ändei-uug X der Lange l des Stabes eigent- 
lich aus zwei Teilen; die Zugkraft P bewirkt nämlich außer der elasti- 
schen Ausdehnung, die mit Aufhören der Zugkraft verschwindet, noch 
eine bleibende Ausdehnung. Diese ist aber innej'halb einer gewissen 
Cfrenze, der sogenannten Elastizitätsgrenze, meist so klein, daß man sie 

1) Über die Gründe, weshalb man statt des ElastiritätsrooduU E besser 
den DelinungakoeffiEienten « einführt, vgl. C. Bach, Elastizität und FaBtigkeit, 
6. Aufl., Berlin 1911, S. 4—5. Daseibat findet man aach S. 93—97 näheres über 
andere Annahmen, die für den Zusammenhang zwischen Spannung und Dehnnng 
gemacht wurden. Vgl. hierzu noch E. Mehmke in der Zeitschrift für Mathe- 
matik und Physik, Bd. 42 (1897), S. 327—338; A. Föppl, Vorlesungen übet tech- 
niache Mechanik, S. Bd., Festigkeitslehre, 3. Auü,, Leipzig 1905, S. 45—53. 
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unVrucksichtigt linsen 1 ann Bpi Led£]iieintii und Hanfstilen kann je- 
doch die Weibende Ausdehnung ziemlich betiachthch weiden^) 

Es sei nun em Stab von / cm Lange und q qcm Querschnitt am 
obereu Ende vertikal und unbeweghch aufgehängt, man soll die Verlän- 
gerung bestimmeu, die er duich sein eigenes Gewicht and 
eme am unteien Ende wnkeude Zu^kiaft von P kg erfährt. 
Auf ein vom oheien Ende des Stabes um die Länge 
( entferntes Teikhen m vom ^ olumen fiäx wirkt das Ge- 
wicht des unter diesem Teilchen befindhfhenfetabvolumens 
q{l — 3.) und die Zugkraft P (Fig 20) Ist y das Gewicht der 
Volumeinheit (1 cdra) des Stoffes, aus dem der Stab be- 
steht, in Kilogrammen, so wirkt an dem Teilehen nt ins- 
S gesamt die Kraft P + ,-^-g yq {l — x) senkrecht nach unten, 

und /.war muß hier yc[(l — x) noch durch' 1000 dividiert 
vig so werden, weil die Längen in cm angegeben werden sollten, 
das Gewicht sich aber auf ein cdm des Stoifes bezieht. Die 
durch diesen Zug entstehende Verlängerung des Teilchens m beträgt 



(/Ai= {P + 0,001;'9(^-3:)) 



die gesamte Veiiängeru 



ä Stabes ist daher 



w 



;,-«/|p+o,ooi„(!-x)id:._"^(p + °'~^"'), 



und wenn man das Gewicht ö=0,OOI ^'^J des gai 

(5) i. = ';?(p+,Ig). 



LI Stabes einführt, folgt 



Im KaOe P == ist l, = 



e Dehnung die ein vertikal auf- 



gehängter Stab durch sein eigenes Gewicht G erfährt, ist daher halb so 
groß wie die Dehnung, die ein am unteren Ende des gewichtslos ge- 
dachten Stabes angehängtes Gewicht G hervorbringen würde. 

Wirkt am unteren Ende des Stabes keine Zugkraft, sondern ein 
vertikal nach oben gerichteter Druck P, so ist die Längenändemng: 

(6) '.-f{|e-P), 

eine Verkürzung der Stablänge tritt daher erst für P> ^ G ein, denn 
erst dann wird X^ negativ. 

1) Näheres über diese „elastische Nachwirkung" findet man z. B. bei 
C.Bach, Elastizität und Festigkeit, Ü. Aufl.. Berlin l'JU, S. 89, S. 98 — 100, 

S- 145 ff- 
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LuF Zug Ije an spru eilten Stabes. 



Die durch eiae Zagkraft hervorgerufene Spannung, hei der ein Stab 
Tom urspr anglichen Querschnitt 1 qcm zerreißt, heißt die Festigkeitszahl 
in bezug auf das Zerreißen oder die Zugfestigkeit des Stoffes, aus dem 
der Stab besteht, sie wird häufig durch K^ bezeichnet. Eine ent- 
sprechende Bedeutung hat die Festigkeitszahl in bezug auf das Zer- 
drücl^en, die Druckfestigkeit K. 

Wir wollen nachstehend für einige Stoffe die Zahlen i : a ~ E, 
K^ und K in kg/qcra angeben^): 





Gußeisen 


riußeisen 


Kiefernholz , Eichenholz 
(parallel z. Faser) {parallel z. Paser) 


E^'- 
K, 


1000000 


2150000 


100000 j 110000 


j 1500 


dOOO 


800 1 1000 


K 


3000 


4000 


300 i 400 



Von den Festigkeitszahlen wohl zu unterscheiden sind die beim 
Hochbau oder Maschinenbau mUissigen Spannungen ft, und h bei Zug 
oder Druck. Für die eben erwähnten Stoffe haben diese Spannungen 
bei ruhender Belastung folgende Werte^): 





G.B.i.- 1 Fiu..i.„ 4,^£S1,,.^SS!:;.^ 


1 '. 


250 


875 bis 1000 


100 


100 


« ' 


500 


875 Mb 1000 


60 


80 




300 


1000 






gS k 


900 


,.n. 







44. Im Anschluß an das Eigebnis von Äufg. 43 lose ir 
Aufgabe: Eine 15 m lange veitikale Stange aus Flußeisen wird durch ihr 
Eigengewicht und eine am unteien Fnle angehängte Last von 2000 kg 

1) Vgl. Des Ingenieurs Taschenl ich herauflgegeb om akad Verein Hütte", 
31. Aufl., Bd. 1, Berlin 1911, S >lS-51b Die Firma T Kiupp m Ea&en stellt 
einen NicJ;elstM her, dessen Zugfe^t ^ke t die von Plußeieen weit uhettrifEt; bei 
Schmiedestücken von geringeren Abmessungen konnte sogar eine Zugfestigkeit 
liis zu 219 kg/qmm = 21000 kg/ijcm festgestellt werden Ndheies hiPriiber sowie 
über die Verwendung des Nickelstahls in der Tethnik und ul er gewissi^ M&ngel 
desselben findet man bei A. Stodola, Die Dampfturbinen i Aufl LPilm 1910, 
S. 275—273, 

2) Vgl. Des Ingenieurs Taschenbuch, hcrausgegeb, vom. akad. Verein „Hütte", 
21. Aufi.. Bd. 1, Berlin 1311, S. 523 — 526. 
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auf Zug beansprucht. Wie gi-oß muß der kreisförmige Quersclinitt der 
Stange sein, wenn die böchste zulässige Spanuuiig \ = 1000 kg/qcm 
beträgt und welche Verlängeriing 1 erfährt die Stange durch ihr Eigen- 
gewicht unii die augehängte Last? Das Gfewicht der Volumeinheit Eisen 
ist 7,8 kg/edm, der Dehnungskoeffizient cc ^ 1 : E = \ : 2150000. 

Den Querschnitt q findet man nach S. 27 mit Hilfe der Gleichung 

>00g7,8\ 



fc^= 1000 = (2000 -I- ^|j/") 



wobei in der Klammer der erste Summand das Gewicht der angehängten 
Last, der zweite Summand das Eigengewicht der Stange darstellt. Man 
findet q = 2,02 qcm. 

Die Verlängerung wird nach (5): 

150Ü /iiriAA , 1500- 3,02 ■7,8\ ...^ 

'■ = m^mJmö (^^^^ + 2000 ) = Ö,b9 cm. 

45. Es seien fcj und 63 die in Millimetern angegebenen Barometer- 
stände an zwei Orten, die sich nahezu auf einer und derselben Verti- 
kalen in den Höhen s^ bzw. ^^ > g^ über dem NiTeau des Meeres be- 
finden. Man soll zeigen, daß alsdann der Höhenunterschied 0^ — 0^ der 
beiden Orte in Metern angenähert durch die Fonnel 

«2 - «1 = 18400 log I'- Meter 

dargestellt werden kann. 

Hierbei ist angenommen, daß die Luftsäule, die sich vom einen 
zum anderen Ort erstreckt, eine gleichmäßige Temperatur von O'' hat 
und YoUkoramen trocken ist; die Änderung der Beschleunigung der 
Schwere mit der Höhe ist nicht berücksichtigt. Für die Änderung des 
Gewichts der Volumeinheit Luft mit der Höhe, also mit dem auf 
ihr lastenden Druck ist das Mariotte-Gay-Lussacsche Gesetz zugrunde 
gelegt, nach dem bei konstanter Temperatur der Druck, den ein Gas 
ausübt, in umgekehrtem Verhältnis zu seinem Volumen, also in geradem 
Verhältnis zu seinem spezifischen Gewicht oder dem Gewicht einer Vo- 
lumeinheit des Gases steht (vgl. Teil I, S. 34). 

Es sei p der Druck in kg, den die Luft in der Höhe ü Meter über 
dem Niveau des Meeres auf ein etwa wagrechtes Flächenstück von 1 qm 
Inhalt ausübt; p + äp sei die entsprechende Größe in der Höhe « -|- äs. 
Der Dinick f-p den die Luft in der geringeren Hohe s auf ein solches 
Flächenstück vom Inhalt f qm ausübt, ist alsdann größer als der auf 
eine gleich große Fläche in der Hohe g + ds wirkende Druck, und zwar 
ist der Unterschied oifenbar gleich dem Gewicht der ideinen Luftsäule 
von der Höhe äs, die sich zwischen den beiden Flächen befindet. Ist 
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y das Gewieilt der Volum einholt (1 cbm) Luft in der Höhe .1, so 
wird also 

fp = fiP + dp) + fr ■ ds 
oder 

(1) ,ip---rd„. 

Ist nun y,^ das Gewicht der Volumeinheit Luft unter dem Druck ^d, 
so iiesteht bei Voraussetzung gleicher Temperatur, nach dem Gesetz 
von Boyle, Mariotte und Gay-Lussac die Beziehung^ :ß„= ;':|'d, 
aus der y =" PV^'-Pq folgt, und durch Substitution in (1) ergibt sich 






(2) <i. = -?"-l? oder i'dB^-^^ r 

wo pi und jSj die Luftdnicke in den Höhen e^ und 0^ bedeuten. So folgt 

Da der Luftdruck dem Barometerstand proportional ist, kann der 
Quotient p^ p durch ö^ : b^ ersetzt werden. WiU man femer statt der 
natuihchen gewöhnliche Logarithmen einführen, so ist die Beziehung 
log r- — -M In p zu benutzen, in der M den Modul 0,43429 der ge- 
w hnhchen Logarithmen bedeutet (vgl, Teill, S. 81), man hat daher 
In r- duich ^logr*- zu ersetzen, und hier ist 1 : Jlf = 2,30258. Die 
Zahlenwerte i on Pg und y^ sind für trockene Luft und bei einer Tempe- 
ratui von 0« C _?„ = 10333 kg/qm, y« = 1,293 kg/cbm (vgl. Teill, S. 34): 
mit ihnen findet man Pf, : My^^ rund gleich 18400, daher 

(4) ^3 - ^1 = 18400 log ^ Meter. 

Eine weit verwickeitere Formel erhält man bei Berücksichtigung 
des EinfluBBes der Temperatur, der Feuchtigkeit der Luft, der Änderung 
der Schwere mit der Höhe und geographischen Breite; wir verweisen 
in dieser Hinsicht auf die ausführlicheren Lehrbücher der Physik und 
Geodäsie.^) 

Mit der soeben abgeleiteten Formel (4) kann man angenähert die 
e Höhenstufe berechnen, d. i. die in Metern ausgedruckte Höhe^ 



1) Tgl. «. B. F. Kohlrattsch, Letrbuch der ptaktisclieii Physik, 11. Aufl., 
Leipzig 1910, S. 140—142; F. Auerbach im Handbuct der Physik, hrsgg. von 
A. Winkelmann, 2. Aufl., Bd. 1, Leipzig 1908, S. 103 f.; H. Hohennei, Geo- 
däsie, Leipzig tiüd Berlin 1910, S. 2152—271; S. Günther, Handbuch der Geo^ 
pbjsik, Bd. 2, Stuttgart 1899, S. 60—64. 



y Google 



52 



Einige allgemeine Regeln. Integration der Potenz. 



um die man steigen muß, wenn der Bavometerstamium 1 mm abnehmen soll. 
Zu ihrer Berechnung möge ein mittlerer Bai-ometerstand fe, = 760 mm 
genommen werden; 63 ist alsdann 759 mm. Man findet 5^ — ^^ = 10,£ 
Dies ist freilich nur ein mittlerer Wert; in Wirklichkeit ist die Höhen- 
stufe nicht nur von der Höhe abhängig, in der man sich befindet, son- 
dern auch von der Temperatur; zwischen 760 und 600 mm Barometer- 
stand und bei dem Teraperaturintervall too — 15" bis + 30" C sind 
z B 10,0 m und 14,7 m extreme Beträge der Höhenstufe.*) 

4b Man bestimme den am Endpunkt einer elektrischen Leitung 
vm / m Linge und bei einem Querschnitt des Leitungsdrahtes von 
ij qmm vcrhandenen Spannungsverlust e in Volt, wenn eine längs der 
ganzen Leitmig gleichmäßig verteilte Stromabnahme stattfindet und die 
Strömet iike am Anfangspunkte der Leitung J Ampere beträgt. Hierbei 
i^t zu beachten, daß der Widerstand des Leitungsdrahtes in Ohm gleich 
]st, wo l die Länge des Drahtes in Metern, c den spezifischen Lei- 
tungawiderstand des Materials bezeichnet, aus dem der Draht besteht 
(vgl. Teil I, Fußnote zu S. 147). 

Die Stromstärke i in der Entfernung X vom Anfangspunkte der 
Leitung ergibt sich aus der Proportion 

nach dem Olunschen Gesetz ist daher 



•=/ 



J(l — X) cell _ 



1<1 . 



■ X)d?. = ^- 



47. In eiuem feststehenden Gefäß von der Gestalt eines vertikalen 
geraden Kreiszylinders (Radius a) befindet sich eine mit konstanter 
Winkelgeschwindigkeit a um die Achse des Zylinders rotierende 
Flüssigkeit. Welche Gestalt nimmt ihre Oberfläche (Gleich gewichts- 
oberfläehe, Niveaufläehe) in Folge der Rotation an? 

Mau wähle die Achse des Zylinders aK z Achse eines rechtwink- 
ligen räumlichen Koordinatensystems, denen positive Richtung sich ver- 
tikal nach oben erstreckt; der Koordmatenanfang sei der Schnittpunkt 
der s- Achse mit der Basis des Zylinders m dei also auch die x- und 
j/-Achse gelegen sind. Es genügt alsdann den Vorgang in einer be- 
liebigen durch die s-Aehse gelegten Ebene weiter zu verfolgen, denn 
in jeder solchen Ebene ist der Bewegungsvorgang der gleiche. Auf ein 
Flüssigkeitsteilchen (einen materiellen Punkt) Q von der Masse m, das 

1) In dem vorerwähnten Buche von Hohenner cntbält S, 266 eine gra- 
phische Daratellung, aus dev man die zu hestimmten Hiihen und Temperaturea 
gehörigen Höhenstufen seht bequem ablesen kann. 
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Vh 



Yon der Achse um die Strecke NQ = r entfernt ist (Fig. 21), wirkt die 
Schwerkraft m() in der negativen Richtung der s-Achse (^ ist die Be- 
schleunigung der Schwere), ferner in 
der Richtung NQ die Zentrifugalkraft 
K. Hat das Teilehen Q die Geschwin- 
digkeit D =- rm, so ist bekanntlich 

K= =m<o^r. Entsprechendes gilt 

für ein an der Oberfläche liegendes Teil- 
chen P, Damit Gleichgewicht vorhan- 
den sei, muß die Summe der auf die 
Tangente von P fallenden Komponenten 
der auf P wirkenden Kräfte Tersehwin- 
den, Ist a der Winkel, den die Tan- 
gente FT mit der durch P geleg- 
ten Horizontalen FH bildet, ao sind P'«. si 
mej^r cos K und — mg sin« die geuamiten Komponenten, die die Glei- 




(1) 

ertiiUen 



T cos a — mg s'm cc = 
Hieraus folgt 



odei 



tg'^ = dr = 



(2) 



Ist für r = die Koordinate s = 3„ = OS, so folgt c~0^ und 



und bei Einführung von v^ = a;^ -f- j/^ erl^lt man 

V*J ^ H Hg > 

die Gleichung eines SMationsparaboloids, das durch Drehung der in der 

3:s-Ebene gelegenen Parabel s — 2^= -^ — um die 3-Ächse entsteht. 

Macht die ITüssigkeit in der Sekunde n Umläufe um die Achse, so 
ist hierbei co == 2n%. An der Wand des Gefäßes steigt die Flüssigkeit 



bis z 

(5) 



■Höhe 



2, - 2, + 



2 9 



Bei Aufg, 8 IB § 18 wird gezeigt werden, daß zwieeheii der Höhe h, 
bis zu der die Pliisaigkeit das Gefäß füEt, wenn keine Rotation vor- 
handen ist, und den hei der'Rotation auftretenden Größen s^ nnd s^ die 
einfache Beziehung stattfindet 
(6) 6-1-K+2,). 
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Setzt man dies als bewiesen voraus, so folgt aus (5) und (6) für 
die Winkelgescliwindigkeit, mit der die Flüssigkeit rotieren muß, damit 
sie bis zur Höhe Sj ansteigt, der Ausdruck 

m 



«_|l/j(5.-i). 



Aus (6) folgt außerdem, daß der ursprmglich wagreckte Spiegel der 
Plüssigheit infolge der Sotatton in der Mute um ebensoviel sinkt wie er 
an der Wand des Gefäßes steigt}) 

48. Welche Gleieligewichtsoberfläclie (Niveaufläche) bildet der 
Wasserspiegel in der Schaufel eines sich um eine wagrechte Achse dre- 
henden oberschlächtigen Wasserrades? 

Es genügt, den Vorgang in der vertikalen Ebene (a^y-Ebene) zu 
betrachten, die durch ein Wasserte! Ich eu P rechtwinklig zur Radachse 
(:5- Achse) gelegt wird; dabei erstrecke sich die 
positive Richtung der i/- Achse vertikal nach oben. 
Auf ein solches Teilehen P von der Masse 
)w, das sich an der Oberfläche des eine beliebige 
Eadzelle füllenden Wassers im Abstand r von 
der Achse des Rades befindet, wirkt die Zentri- 
fugalkraft mta^/- und die Schwere mg (Bezeich- 
nungsweise wie in Aufg. 47). Auch jetzt muß 
wieder die Summe der auf die Tangente von P 
fallenden Komponenten dieser Kräfte verschwin- 
den. Bildet die positive Richtung der a;-Achse 
mit dieser Tangente den Winkel a, mit dem 
Radiusvektor r von P den Winkel ■&, so sind 
JWw^rcos (ß — Q) und — ingaina die genannten Komponenten (t'ig.22}, 
wobei cos 9' = a; : r, sin 9- = y : r ist. Man erhält daher 

(o^r coa (a — &■) — g sin a =- oder a^ri — cosR + ^sinKJ — ^sina = 0, 

und wenn tg a = j- eingeführt wird, folgt 

(^^{xdx + ydy) ~ gdy =■ 




also 



lo^ I xdx =1 (g — a>^'if)dy oder <:o^{x^ + y^) = 2gy + c, 



'o c die In tegrations konstante bedeutet. Da die letzte Grleiehung einen 
1 der a:)/-Ebene liegenden Kreis darstellt, dessen Mittelpunkt die Koor- 



1) Kennt man den Betrag, um den die Mitte dea Spiegele der Flüssigkeit 
infolge der Rotation sinkt, so läSt sicli daher die Winkelgescliwindigkeit la leicht 
hestimraon. Anf dieser Tatsache beruht der von 0. Braun konstruierte Messer für 
Umdrehungsgeschwindigkeiten. Vgl, 0. Braun, Zeitschrift des Vereins deutscher 
Ingenieure, Bd. 37 (1893), S. 593 und C. Fehlert, ebenda, Bd. 38 (1894), S, 475. 
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dinaten x^= 0, i/^= q a^ hat sind die Niveaufläclien in den einzelnen 
Zellen Teile von konzenttischen Kreiszylindern, deren gemeinsame Achse 
im Abstand g es oheilialb der Diehachse des Wasserrades und parallel 
zu dieser gelegen ist 

Macht das Rid in der Minute n Umdrehungen, so ist ra ^ -^ 
und ifi^ g '■ <o^ wird 60* -^ t (2nro)*, wofür man abgerundet ( — \ setzen 
kann, denn g = 9,81 und vt^— 9,87 sind nahezu einander gleich. Bei 
einem üad, das in der Minute 10 Umdrehungen macht, würde also die 
gemeinsame Achse der Zylinderflächen etwa 9 Meter über der Radachae 
liegen. 

49. Auf einen an zwei Stellen A und B horizontal gelagerten pris- 
matischen oder zylindrischen Balken (Träger) von der Länge l wirken 
verschiedene Kräfte (Belastungen) Pj, P^, Pg, . . ., die sämtlich senk- 
recht nach unten gerichtet sind und in einer durch die Schwerpunkts- 
achse des Baikens gehenden vertikalen Ebene liegen mögen; diese sei 
zugleich eine Symmetrie ebene des Balkens. Wir denken uns die An- 
griffspunkte der Kräfte in der Sehwerpunktsaehse gelegen, wählen diese 
als iC-Achse eines Koordinatensystems und ;. r p 

den links gelegenen Endpunkt dieser Achse 1 

als Koordinatenanfang; iCj, x^, x^, . . . seien , *■ ■■■ ■■ * < i 

die Abszissen der Angriffspunkte von Pj, P^, "* Ob 

Pg, .... Ferner seien It^ und P^, die Lager- "^' 

reaktionen, die an den Stellen Ä und P (mit den Abszissen a und 6) 
durch T^,F^,P.^,... hervorgerufen werden; sie sind als Kräfte anzu- 
sehen, die in A und P vertikal nach oben wirken (Fig. 28). 

Die Kräfte Pj, P^, P^, . . . haben das Bestreben jeden zur Schwer- 
punktsachse des BaLkens rechtwinkligen Querschnitt Q um eine in diesem 
liegende Achse (Biegungaachse) zu drehen, die wagrecht durch den 
Schwerpunkt von Q geht. Der Schnittpunkt dieses Querschnitts mit 
der Sehwerpunktsaehse habe die Abszisse x. Man versteht alsdann unter 
A%mMegungsmomentMoäei'MjdesQu,ersc}i,mtis (^die algebraische Summe 
der statischen Momente (Drehmomente) der links von Q gelegenen Kräfte 
and Lager reaktionen m bezug auf den Schnittpunkt der Balkenacbse 
mit der Ebene des Queiscbnitts Q. Dabei werden diese Drehmomente 
positiv gerechnet, wenn sie i echts drehend (im Sinn der Bewegung des 
Uhrzeigers) wirken. 

In dem durch nebenstehende Figur dargestellten Fall ist z. B.; 

(1) K-- ^^.{x - x;) -H A{x -a)- P,(x -^ X,) . 
Für den am Ende B befindlichen Querschnitt ergibt sich 

(2) i¥, = - P,iJ - x^j + A{} -a)~ F,{1 - x,) - P^(l - x^). 



yGoosle 



36 gl. Eiuigp a,llgemeim t e 'ein Int'*_i^tion dLi Putpa 

Dieser Ausdruck verscliwindet wtnn sich der Balken unter Ein- 
wirkung der Kräfte P^, Pg, P„ im filpirbs^ew icht liefindet m Verbin- 
dung mit 

(Sa) Ä + Ji^l\-tl\+l\ 

kann diese Tatsaciie 2 zur Bestimmung der Lageire aktionen Ä, B dienen. 
Hierbei ist noch zu bemerken, daß bei den vorstehenden Gleichungen 
Ton der Biegung, die der Balken infolge seiner Belastungen erfährt, ab- 
gesehen wurde. Die Kräfte P^, Pj, P^, . , . pflegt man in kg auszu- 
drücken, die Abszissen ihrer Ängriffspunlcte in em ; die Biegungsmo- 
mente ergeben sich dann in kgcm. 

Unter der Querkraft, Scktibhmft oder Transversalhraft V^ inbezug 
auf den zur Abszisse x gehörigen Querschnitt V versteht man die alge- 
braische Summe aller links von Q wirkenden' Kräfte und Lagerreabtionen ; 
diese worden positiv oder negativ in Rechnung gebracht, je nachdem 
sie vertikal aufwärts oder abwärts wirken. 

In dem vorhin betrachteten Beispiel ist 

(3) F, P,-i-Ä-P^. 

Während bishei angenommen wuide, daß der Balken nui m i-m 
zelnen SteDeii wirkenden Kuften odei Belastungen unterwoifen sei a?ll 
-^ nun dei FiU betrachtet a\ erden, wo sich die 

Belastung kontmuieihch ubei den ganzen 

r ^ [ Balken odei einen Teil desselben erstreckt 

'^' Ä i ' [st die Belastung i[ an dei Stelle r — | eme 

■^' ^*' Funktion t; = q (|), so ist lie Belastung 

eines Balkenelemeufcs von dei Lange d^ gleich f[(X)d^, und die dem 
Querschnitt Q (Fig. 24) entsprechende Querkraft wird: 

(4) r,-A-fq(i)di, 

wobei die Integrationsgrenzen x^ und x dem Anfangs- und Endpunkt 
desjenigen links von Q gelegenen Teiles der a^-Achse zugehoreii, längs 
dessen sieh die kontinuierliche Belastung erstreckt. Man nennt ij = g(|) 
die Gleichung der Bdastungslmrve. 

Für das Biegungsmoment M,^ des Querschnitts Q ergibt sieh 

(5) *,-4(;t-«)-/V-89(S)«, 

und wenn zu der kontinuierlichen Belastung noch Einzelkräfte P^, 
Pj, Pj, . . . hinzutreten, sind in den rechten Seiten der Gleichungen (4) 
und (5) solche Glieder beizufügen, wie in (3) und (1) durch I\, P^ ver- 
anlaßt werden. 
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Im Anschluß an die vorstehenden Ausführungen soll nun die Auf- 
gabe gelöst werden: 

Ein Balken ES von der Länge l sei an zwei Stellen Ä und B, 
denen die Abszissen x ^ a bzw. x = b zugehören, wagreeht gelagert 
und in seiner ganzen Längeuausdehnung gleichförmig belastet, so daß 

auf je einen cm Länge q kg Belastung | , 

kommen. Man bestimme die Querkräfte, ^^ , '<. '"_ ■ ' - 's 

die einem zwischen li und A. oder zwischen ^^^^ ^^ 

A und B oder zwischen B und S g 



Querschnitt zugehören, femer das Biegungsmoment für jeden dieser Quer- 
schnitte und die Lagerreaktionen der Stellen Ä und B. 

Hier ist q eine Konstante, die Belastungskurve also eine Parallele 
zur 3;-Aehse (Fig. 25). 

Bezeichnet X die dem Querschnitt Q zugehörige Abszisse, so er- 
geben sich folgende Gfleichungen : 

Für 

0<x£a ist V^=-gx, M^^ -f{x - ^)qdS, = — Iqx^; 

für 

a<x£b ist V^=^A-qx, .%=- A{x - a) -f{x - ^)qd^ 

^A(x-a)-l qx'; 
für 

h<x^l isiV^^A + B — qx, M^ = A{x-aj + B(x~b) — -lqx\ 

Zur Bestimmung von A und B benutzt man die Tatsache, daß das 
für einen Endpunkt des Balkens berechnete Eiegungsnaoment ver- 
schwinden und die Summe A -';- B der Lagerreaktionen gleich der Ge- 
aamtbelastung sein muß. Man erhält hiernach die beiden Gleichungen: 

Jlf,=-^0~a) + B((-6) — -|gP=0 und A + B^ql, 
woraus 

A^— ^^.^^-^.r-D. B = -- 5^-^?"-^"^ 

hervorgeht. Haben die SteRen x = a und x = h von den Enden der 
Balkenachse gleichen Abstand {b = 1 — a), so werden aus Gründen der 
; A und B einander gleich und natürlich gleich ygi. 
Zur Bestimmung der Größenverlüiltnisse eines Balkens, der eine 
gewisse Belastung tragen soll, ist die Kenntnis des ahsolut größten Bie- 
guugsmomentes, das bei dieser Belastung vorkommt, von Wichtigkeit; 
der zugehörige Querschnitt pflegt der gefahrliclie QuerschniU genannt zu 
werden. Hier kommen natürlich bei den einzelnen Intervallen, die an 
dem Balken mit Rücksicht auf die Stellen x ^ a, x -^ h der Lagerreak- 
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tionen Ä, B, die Anfangs- und Endabszisse der ßelastungskurve ij = g(|) 
und etwaige Einzelbelastungea zu unterscheiden sind, außer den gewöhn- 
lichen Maxima auch Grenzma^ma in Betracht (vgl. Teil I, S. 151 f.). 

So ist in dem ehen behandelten Beispiel M^ -=^ — y^a^ das größte 
Biegungsmoment, das im ersten Intervall vorkommt, die zugehörige 
Abszisse x ~ a entspricht der oberen Grenze des Intervalls. In dem 
zweiten Intervall kommt außer der Grenze a; — 6 die Stelle in Betraebt, 
für die -r— verschwindet, offenbar ist für sie x ~ A : o. Man erhält 
für x-i M,=^~-^q(l — iy, 

fii. -r A.,, M - MA-^i) „ g;(25^i)(äb-;-2a )(i-2a) 

Die Stelle mit dem absolut grüßten Biegungsmoment ist also ent- 
weder an einem der beiden Lager, auf denen der Balken ruht, oder an 
der Stelle x = A- q^. 

In dem schon vorhin betrachteten besonderen Fall b = 1 — a wird 

mit der au M^ gehörigen Abszisse x = A : q = ^l. 

50. Die entsprechende Aufgabe für den Fall zu lösen, wo die bei- 
den Enden des Balkens von der Länge l gelagert sind und die Belastung 
^^ ^^^ eines Balken quer Schnitts dessen Abstand 

* ffftir^^--^^.,---''''''"''^ J* ^'^^ mittelsten Querschnitt proportio- 

i X 1/ " '^B nal ist. 

Pin, 35. Für das Intervall ^x^^l wird 

hier die Belastung durch die Funktion 



-; dabei ist k die an den Enden i 
findende Belastung (Fig. 26). 
In dem ersten Intervall ist 



oder 



M^ =A'X~\ ("(Ix ~li- 2x^ + 2r),i| = Ax - 



Die Lagerreaktionen A und B sind hier offenbar gleich groß, und 
da ihre Summe gleich g- 7.: Hst, iolgk A = B = ^Id, so daß man im 
ersten Intervall für das Biegungsmoment den Ausdruck 
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Tni zweiten Intervall (l-l ^x ^l) erhält mau 

lf,= Ax~J{x - I) y (f - •2i)di ~J{x ~ g) I (21 - l)dl 

oder 

M^^ Ax- ^^U{(}>x -l) - ^^\ (2x -If, 

und bei Einführung von j1 = i ^'-^ folgt 

M^=^Jd^-^J-^-{2x-lf. 

Das größte BiegiingsmomeEt ergibt sich für x = \l, sein Betrag 
ist JMi"ift(«. 

Bezüglich weiterer hierher gehöriger Aufgaben, insbesondere auch 
zur Behandlung des Falles, daß ein wagrechter irgendwie belasteter 
Träger am einen oder an beiden Enden eingemauert ist, verweisen wir 
auf die Lehrbücher der Statik und Festigkeitslehre, denn die Bestimmung 
der bei diesen Aufgaben vorkommenden Integrale bietet kaum Schwierig- 
keiten. Auch hinsichtlich der graphischen Lösung von Aufgaben der 
eben behandelten Ai-t müssen wir auf die 
betreifenden Lehrbücher verweisen. 

51. Wenn der Schienenweg einer Eisen- 
bahn eine Kurve besehreibt, wird der äußere 
Schienenstrang längs dieser Knrve höher 
gelegt als der innere, um den infolge der 
Zentrifugalkraft vorhandenen Druck der 
Räder der Eisenbahnwagen auf die äußere 
Schiene und die Gefahr der Entgleisung 
möglichst zu vermeiden. Ist Q das Ge- 
wicht eines Wagens, v seine Geschwindig- 
keit in m/sek., p die Länge des Ürüm- " 
mungsradius in Metern, m—Q:gä.ie Masse 

des Wagens (g = 9,8 m/sek^ die Beschleunigung der Schwere), so ist die 
Zentrifugalkraft K, wie in den Elementen der Mechanik gezeigt wird, 
gegeben durch 

£_■"■_«•■. 

Es sei nun h die Überhöhung BN des äußeren Schienenstranges in 
Metern, a der durch die Überhöhung entstehende Neigungswinkel gegen 
die Horizontale AB (Fig. 27), Faßt man alsdann Q und K als Kräfte 
auf, die im Schwerpunkt S des Eisenbahnwagens angreifen, so muß die 
Resultierende SB dieser beiden Kräfte rechtwinklig zu der Geraden AH 
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sein, wenn durch die Überhöhung ßH der Druck gegen die äußere 
Schiene aufgehoben werden soll. Man hat also 

Ferner ist sin« = ft : s, wo s = ÄS den Abstand der Symmetrielinien 
der Querprofile der beiden Schienen bezeichnet. Da a jedenfalls ein 
kleiner Winkel ist, kann man tg« in (1) durch sin« ersetzen, wo- 
durch sieh 

ergibt. Diese Formel gibt allerdings etwas zu große TJberiiöhung'en, 
denn bei ihrer Ableitung wurden die Achsen des Wagens als frei be- 
weglich angenommen, und diese Annahme entspricht nicht der Wirk- 
lichkeit. Man pflegt bei den preußischen Bahnen die Gleichung (2) durch 
die empii'isch erhaltene Formel 

{ä) li=^^ oder (70.„= -^- 

zu ersetzen, wo V die größte bei der betreffenden Krümmung zulässige 
Geschwindigkeit in km/Stunde, p die Länge des Krümmungsradius in 
Metern bedeutet; ist die Zahl h nicht durch 5 teilbar, so wird sie auf 
die nächste Zahl mit der Endziffer oder 5 abgerundet. 

Übrigens muß bei allen Krümmungen noch die Spurweite ver- 
größert werden, doch gehen wir hierauf nicht ein. 

Soll nun ein geradlinig verlaufendes Schienengleis in ein nach einem 
Kreisbogen vom Radius R gekrümmtes Gleis übergeführt werden, so 
kann natürlich die bei der äußeren gekrümmten Schiene erforder- 
liche Überhöhung nicht unmittelbar angebracht werden, vielmehr muß 
man zwischen Gerade und Kreis einen Uhergangsbogeii einschalten. Längs 
desselben nimmt der Krümmungsradius von (i = oo beginnend ab bis 
zum Betrage p -- R, die Überhöhung wächst von /t = bis /* — S. 
Die Überhöhung des äußeren Schienenstraiiges soll bei Hauptbahnen, 
wenn irgend möglieh, auf nicht weniger als das 600-fache ihres Betrages 
auslaufen; die Steigung der Überhöhungsrampe ist alsdann höchstens 
1 ; 600, die Länge der Rampe beträgt wenigstens 600 H. Setzt man 
allgemeiner die Steigung der Rampe gleich 
1 : n, so ist ihre Länge l ~ iiH. 

Wählt man nun diejenige Stelle A des 
Übergaiig&bogens, au der die geradlinig ver- 
laufende Schiene in diesen Bogen übergeht, als 
Nullpunkt eines rechtwinkligen Koordinaten- 
systems, die zugehörige Tangente als a:-Achse, so kann die von A bis zu 
irgend einem Punkte S dieses Bogens gerechnete Bogenlänge angenähert 
durch die Abszisse OM^-x des Punktes S ersetzt werden (Fig. 28), 
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deiiQ die Kurve ^4.5 ist in Wirklichkeit nur sehwstck gekrümmt. Ist h^ 
die in S notwendige Überiiöbuiig der äußeren Schiene, so hat man also 
bei hinreichender Genauigkeit die Gleichung 

In diese Gleiclmng wird nun der der Stelle S des Übergangsbogens 
Kugehörige KriimmungBradius p aus (2) oder (3) eingefiilirt, und wenn 
man hierbei die Größe sv^n : g hzw. | Vn gleich P setzt, folgt 

(5) X = nh^ =—, t* "" "J' ■ 

Bei Anwendung der Formel für die Länge des Krümmungsradius 
(vgl. Teil I, S. 153) 

^ u 

kann im vorliegenden Falle die Ableitung y' gleich Null gesetKt werden, 
denn y' ist gleich der trigonometrischen Tangente des Winkels a, den 
die geometrische Tangente des zugehörigen Punktes des Übergangs- 
bogens mit der positiven Richtung der a:-Acbse einschließt, und dieser 
Winkel ist jetzt jedenfalls klein. Aus (5) folgt alsdann 

(6) -Pf'-«. 

Aus dieser Beziehung leite man nunmehr durch zwei einander fol- 
gende Integrationen die Gleichung der Übergangakurve ab. 
Man erhält zunächst 

dy__ x'- _j_ 



und da, für [K = auch -r^ = ist, wird e^ = 0, also 



dy _ w} 
dx '11 

woraus durch eine zweite Integration 



hervorgeht. Die Integrationskonstante c^ ist wieder Null, denn x = ^ 
und y = sind zusammengehörige Werte. Die Üiergartgskurve ist so- 
mit die hubische Farahel 



P) 
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wofür mit Rücksicht auf P = IM auch 

gesetzt werden kann. 

Der Kreisbogen, in den diese Kurve überleiten soll, kann natürlich 
nicht an einem Punkt der Tangente AM beginnen. Soll der Anschluß 
au ihn in A^ erreicht werden und hat also dieser Punkt die Abszisse 
AM^ = l, so wird seine Ordinate y^ ^P : 6P =- l^ : 6Ji.^) 

Es sei noch erwähnt, daß das durch sc tinittiich empfehlenswerte 
Minimum der Länge des Krümmungsradius hei Haupthahnen auf freier 
Strecke 300 m beträgt, bei NebenbahneB 250 m; das äußerste Minimum 
ist für beide Fälle 180 m, falls in die Nebenbahnen auch Fahrzeuge 
aus den Hauptbahnen übergehen. Was die Größe P betrifft, so ist 
z.B. für F-^90km, n = 800: 

P= 17^ = 36000. 

Die Überhöhung wird nicht vorgenommen, wenn bei Hauptbahnen 
der Krümmungsradius größer als 3 km, bei Nebenbahnen großer als 
2 km ist. 

52. Ein geradliniger Schienenstrang boU durch einen tlbergangs- 
bogen AA^ von der Gestalt einer kubischen Parabel in einen kreis- 
förmig verlaufenden Schienenstrang übergeführt werden. Die Stelle A^, 
an der die kubische Parabel in den Kreis übergeht, habe bei dem in 
Fig. 28 zu Grunde gelegten Koordinatensystem die Abszisse x = l — 60m; 
der Radius des Kreises betrage R ^ 500 m, die größte Fahrgeschwindig- 
keit der Eiaenbahnzüge sei V= 80 kra/Stunde. Man bestimme die Über- 
höhung der äußeren Schiene an der SteEe A^, die Steigung 1 m der 
Überhöhungsrarape und die Ordinate des Übergangsbogens für die Stellen 
mit den Abszissen x == jl, x = jl und x = 1. 

Man findet für die Überhöhung an der Stelle A^ nach (3), S. 40 den 
Betrag J7 = 80 : (2 ■ 500) = 0,08 m = 80 mm; ferner wird 

Die Gleichung der Übergangskurve wird nach (7 a): 



1) Näheres über die Anlage des Übfirgaagabogens findet man a. B. bei H, 
Wegete, Biseubahnliau, Kapitel 4, S. BS2— 296 vom Lehi^bucli des Tiefba,ues, 
herausgegeb. von K. EBselborn, Leipzig 1904; vgl. femer H. Hohenner, Geo- 
däsie, Leipzig und Berlin 1910, S. 223—226, sowie „Des Ingenieurs Taschenbuch", 
heransgegeb. vom akad. Verein „Hütte", 21. Auft., 3. Bd., Berlin 1911, S. 796—798, 
endlicli die für die Preußiscb-Heseisclien Eisenbahnen gültigen „Vorschriften für die 
Heratellung, Unterhaitang und Erneuernng des Obeibauea", Ausgabe 1909, Brom- 
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für X ^ \l '^ 1^ m wird daher y = 0,019 m; ferner gehören zusaramen 
die Werte x — \l ~ SO m und y = 0,15 m, sowie a; = ^ = 60 m und 
y = 1,2 m. 

53. Schon in Teil I, S, 34 wurde das Mariotte-Gay-Lusaacsehe 
Gesetz erwähnt, das eine Beziehung zwischen dem Druck, dem Volumen 
und der Temperatur eines idealen Gases ausspricht. Ist v das Volumen 
seiner Gewichtseinheit, eines kg, in cbm, p der in kg anzugebende Druck, 
den das Gas auf die Flächeneinheit (1 qm) der Wandung des Gefäßes 
ausübt, in dem sich das Gas befindet, und ist T seine vom absoluten 
Nullpunkt (— 273 " C) an gerechnete Temperatur, so findet das genannte 
Gesetz seinen Ausdruck in der Formel 

(1) pv = ET, 

wo 7i eine dem beti'eff enden Gas eigentümliche Konstante, die Gaskon- 
stante, bedeutet. 

Auch wurde bereits a. a. 0. näher ausgeführt, daß die einem Körper 
zugeführte Wärmemenge dQ zum Teil eine ÄnderuEg dO der inneren 
Energie des KÖrpera (Änderung der Temperatur und der Kohäaion der 
Moleküle) zur Fo^e hat, zum Teil zur Leistung äußerer Arbeit dL 
(z. B. Überwindung eines Druckes) dient; bezogen auf die Gewichtsein- 
hsit des Körpers ist 

(2) dQ = -^lda+dL). 

Hier bezeichnet W das meckaniscke Äquivalent der Wärmeeinheit, 
einer Kilogrammkalorie {vgl. S. 5), d. h. W ist die in Eilogrammetem 
gemessene Arbeit, die geleistet wird, wenn man ein Kilogramm Wasser 
von li^^C auf 15|''C erwärmt. Wie schon auf S, 6 bemerkt wurde, 
ist W = 427 kgm. Bei Einführung von 1 : Tf = J. = 1 : 427 erhält 
man aus (2): 

(3) dQ^Ä(dU+dL), 

und diese Formel ist nun der mathematische Ausdruck für den sogen. 
ersten Jiauptsats der meclianisdien Wärmetheorie. 

Die den Gleichungen (2) und (3) zu Grunde liegende Einheit der 
Wärmemenge ist die Kilo gram mkalorie; sollen die Ergebnisse dieser 
Gleichungen in Kilo gram meiern auagedrüekt werden, so sind sie zu 
schreiben in der Form 
{3a) WdQ^dV+dL. 

Besteht die äußere Arbeit darin, daß unter einem Druck j} eine Vo- 
lumänderung dv hervorgebracht wird, so kann man bei den idealen Gasen 
die Gleichung (3) durch 
(4) dQ^c^dT -\- Afdv 
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oder durch 

(4a) '^^ = Ji (P^'^'^P + V^^') 

ersetzen, wo c^ = Ä ^ ™ die spezifische Wärme bei koDstantom Volumen, 
c^ die spezifische Wärme hei konstantem Druck bedeutet (vgh Teil I, 
S. 35); dabei ist 

(5) c - - Ui 

Erf ihit mn f\n Ois eme Zuatindsindeiung, bei der p, t> und T 
dudeiB Weite annehmen, ebne daß dem Grts ^\a>me mgeführt oder en^ 
sogen wnd so bpzeiclinefc m^n eme solche Zustandsänderung als adiaba- 
tisch'-), d b undurehlassi? Hiermit soU ausgediückt werden, daß sich 
die Ändeiung =!o voUziebt ak befinde eich der Gasbehälter in einer für 
Waime undurcbdiiualKhen Hülle 

Es soll nun ^.ezei^t weiden diß m die^tm taUe die Größen p und 
V mit ßiicksicbt auf (4 ei) und auf dQ -^ü an eme Gleichung von der 
Form 

(6) pv" = konst = C 

gehimden sind^), wo % den Quotienten c : c^ bedeutet. 
Man hat 

(7) c^vdp + Cj^pdv =- oder ''j* + ■/"■ = 0, 
somit 

j — -\- X I — = und In^ + ;(ln i; = konst. 

Schreibt man die Gleichung (6) für einen durch p^,, Vg gegebenen 
Anfangs- oder Endznstand bin, so folgt 

(8) pf - p,v,: 

54. Man zeige, daß die Temperatur eines Gases bei adiabatischer 
Ausdehnung sinkt, bei adiabatischer Kompression steigt. 
Mit Rücksicht auf dQ -^0 hat man nach (4): 

c/lT + Äpdv = 
oder auch (wegen (1)) 

c„dT+Ä}iT^J=0, 
somit 



c.J"^^AliJii-C. 



1) Vom griechischen äiaßaivfi.v, Mndiu'chgelien, abgeleitet, dem ein a pci- 
vativnTQ vorgesetzt ist. 

2} Diese Gleichung wurde zuerst von S. D. Poissün aufgestellt, Annales de 
chimie et de physiqne, Bd. 23 (1823), S. 15. 
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Adiabatiäclie Zustündsändemng. Föhnwind. 45 

Werden die Integrationen ausgeführt und werden in die so er- 
haltene Gleichung einmal die zusammengehörigen Werte T,^, v^, ein an- 
dermal die Werte Tj, v^ eingesetzt, so folgt durch Subtraktion 

(9) c„ln|^ =^Jiln^". 

Im Falle v^ > v^ (bei Ausdehnung) muß, wie diese Grleichung zeigt, 
In -^ negativ, d. h, 2'o> T^ sein, die Temperatur muß sinken.^) Umge- 
kehrt ist das Verhalten im Falle Vj < «o' 

Die erhaltene Gleichung läßt sich übrigens mit RScksieht auf 
f^p ■ *^ii = 'f ^^'^ %~^ ''v'^ ^^ (^g'- f^) i^ Aufg. 53) in der Form 

(10) In I _ (, - 1 ) In i oder -?^ _ (S)" " ' 
schrei beil. 

Eine adiabatische Kompression ist vermutlich die wesentliche Ur- 
sache der ErwWrmwttg der laift beim Föhnwind in den Alpen. Indem 
eine größere Luftmenge rasch von den Gipfeln der Alpen in die Ebene 
herabsinkt, wird die Luft nahezu adiabatiach komprimiert und die Tem- 
peratur steigt.*) 

Aus p^Vf, = Ü2; und p^v^ = RT^ folgt noch »^ : »^ = T^p^ : T^p^, 
so daß man bei Einführung dieses Ausdrucks in (10) die wichtige Be- 
ziehung _ 

(") -5 -er'- er 

erhält oder, wie v. Helmkolts zu schreiben empfahl'') 

Noch eine andere Form der Gleichung (10) möge erwähiit werden; 
sie ergibt sich sofort, wenn man das Verhältnis v,:v„-^ a setzt, nämlich 

(12) 'i.\ -t^^tJ -^^■■^- - 1 y 

1) Die Tatsaclie, daß die Temperatur eines Gases bei adiabatiecher Aus- 
dehnung sinltt, wird bei der Konstraktioa aaiilreioher Kältemaschinen teiwertet. 

2) Tgl. hieizu Th. Keje in der Zeitschrift für Mathematik und Physik, 
Bd. 9, (1884), S, 360; A. Trientl in den Mitteilungen des ÖeterreichiBchen Alpen- 
vereins, Bd. 2 (1864), S. 38; H. v. Helmholta, Eis und Gletscher, Vortrag vom 
Jahre 1365, abgedmckt in „Torträge nnd Reden", 4. Aufl., Bd. 1, Braunschweig 
1896, S. 235; i. Kann in der ZeitBohriffc dei- Östert. Geaellsehnft fär Meteorologie, 
Bd. 1 (1866), S. 261; Bd. 2 (1867), S. 440 f.; ferner in den Sitzungsberichten der 
Akademie der Wissensdiaften in Wien, Bd. 85, 3. Abt. (1882), S. 416—440-, P. 
Kerner von Marilaua in der Zeitschrift des DeuiBohen und österteicMschea 
Alpenvereina, Bd. 23 (1892), S. 1—16; H. von Fioker, ebenda, Bd. 43 (1912), 
8. 66 ff. 

A) Vorlesungen über Theorie der Wärme, heranagegeb. von F. Riehai"B, 
Leipzig 1903, S. 187 f. 
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46 % 1. li^iaige allgemeine Eegeb. Integration der Poten?.. 

Diese Gleichung bestimmt die bei adiabatieeher Ausdehnung (c > 1 ) 
oder Kompression (k < l) erfolgeude Änderung 3"^ — Tg der Tempera- 
tur, wenn die anfängliche Temperatur Tq bekannt ist. 

55, Ein Kilogramm Luft vom Volumen v^ und von der absoluten 
Temperatur T^ ändert sieh adiabatisch, dehnt sich also entweder adia- 
batiacb aus, oder es wird adiabatisch komprimiert; das neue Volutnen 
sei Vi. Wie groß ist die hierbei geleistete äußere Arbeit L in Kilo- 
grammetern '? 

Nach (3a) und (4) ist dL =--- pdv, daher 

(13) L-^fpdv. 

Hier ist nun p von v abhängig auf Grund der Beziehungen 
daher folgt 

eine Gleichung, die leicht in die einfachere Gestalt 

(14) L = -_-^- (j>oVo-p,i\) = --J'_z i" -■- 

gebracht werden kann. Bei Einführung von x = Cj^: c^ folgt mit Rück- 
sicht auf (ö): 

(16) i-5-(2;-r.). 

56. Im Anschluß an Aufg, 54 und 55 soU die folgende Aufgabe ge- 
löst werden: 

Ein Kilogramm Luft vom Volumen «^ und von der gewöhnliehen 
Temperatur 10" C (7= 273" + 10" = 283") wird adiabatisch auf das 
halbe Volumen komprimiert; welche Temperatur nimmt die Luft hier- 
durch an und wie groß ist die geleistete Arbeit? Es werde daran er- 
innert, daß für Luft E = 29,27 und x = 1,41 ist (vgl. Teil I, S. 34 u. 35). 

Hier ist v^ : «^ = 2, daher nach (10): 

r, - 283 - 2"-*i = 376", 

die gewöhnliche Temperatur beträgt daher 376" — 273" = 103" C. 
Die geleistete Arbeit wird nach (14) 



Dieser Ausdruck ist negativ; in Wirklichkeit hat also die Luft keine 
äußere Arbeit geleistet, wohl aber hat sie einen Arbeitsgewinn erhalten. 
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Verschiedene Arten der Ziifityndaü.iidei'ung eines Gases. 47 

sie tat Arbeit aufgenommen, m. a. W. zur Ausführung der Kompression 
ist eine mechaüische Arbeit von 6639 kgm erforderlicb. 

Für das Verhältnis der beiden Druclre p^ : p^ findet man mit Hilfe 
von (11) p^ -.pfj = 2,66, der Druck, den die eo komprimierte Luft aus- 
übt ist aJso 2,66 mal so groß als vor der Kompression. Wollte man 
das urapriingliehe Volumen v^ wissen, so müßte zu dessen Berechnung 
der zugehörige Di-uck bekannt sein. Nehmen wir an, dieser habe eine 
Atmosphäre betragen, also 10333 kg/qm^), so erhält man Vu mit Hilfe 
der Gleichung (1), nämlich 



Hätte sich das Kilogramm Luft auf sein doppeltes Volumen «, = 2v„ 
ausgedehnt, so hätte man T^ = 213" gefunden, die Temperatur wäi-e von 
283" auf 213", also von 10 "C auf — öO^C gesunken; dabei wäre durch 
den bei der Ausdehnung auftretenden Druck eine mechanische Arbeit 
L =- 4997 kgm verrichtet worden. 

57. Wie ändert sieh der Zustand eines Gases, wenn ihm eine Wärme- 
menge Q angeführt wird, wakrend sein Volumen konstant bleibt? 

Nun ist dv = 0, daher nach (4) in Kalorien 

Q ^ cJdT ^ c^{I\ ~ T,) 
und nach (4 a) 

Diese Gleichungen gestatten die Änderung der Temperatur und des 
Druckes zu berechnen. 

58. Die analoge Aufgabe, wenn der Druck, unter dem sich das Gas 
befindet, konstant bleibt. 

Zunächst möge die Gleichung (4) etwas umgeformt werden. Aus 
(1) folgt nämlieh pdv = EdT — ifdp, und bei Einführung dieses Äus- 
dnicks in (4) erhält man mit Rücksicht auf (5): 
dQ = c^dT—Avdp. 

Nun ist dp — 0, daher 

1) Der Druck 103.^3 kg/qm = 1,0333 kg/qcm pflegt eine alte Atmosphäre 
genannt zu werden-, sie ist im Niveau des Meeres gleict dem. Druck einer Queck- 
silbersäule von etwa 760 mm Höhe. In der Technik wird stets die neue oder 
vtetrische Atmosphäre zugrunde gelegt, die gleich einem Druck von 10000 kg/qm, 
= 1 kg/qcm oder gleich 0,868 alte Atmosphären ist. 
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48 § 1^. Einige aügemeiue Regeln. Integration der Pobenz, 

und nach (4a) 

e - f K. j li» - 'i (%-•.) - - '-^^Y-^'-' 

So kann man leicht die Änderungen der Temperatur und des \'o- 
luraens berechnen. 

59. Wie ändert sich der Zustand eines Gases, wenn ihm eine Wärme- 
menge § zugeführt, aber andrerseits dafür gesorgt wird, daß seine T&m- 
' honstant bleibt (isothermische Zustandsänderung) ? 

Nun ist d T = ü, daher nach (4) in Kalorien 

Q = j Äpdv =^ — I Avdp, 
iY mit Rücksicht auf pv == 2iT^\ 

Q = ÄRT„ j-y = AR'J'^ In -J 



'il' / ^ - ABl' In ^^ . 
"J P ° Pt 



Die zugefübrte Wärmemenge wird hier nur zur Leistung äußerer Arbeit 
verwandt. 

60. Für welche ZuBtandsänderungen ist die einem idealen Gase zu- 
geführte bzw. entzogene Wärmemenge proportional der Temperatur- 
änderung des Gases? 

Hier muß liQ = c- dT sein, wo c einen Proportionalitätafaktor be- 
deutet. Um nun eine Gleichung zu gewinnen, die nur die Veränder- 
liehen p, V und ihre Differentiale dp, dv entlmlt, beachte man, daß nach 
(4) äQ=-cJT+Apdv-anii (nach Aufg. 58) dQ = cJT - Avdp \b\,. 
Mit Rücksicht auf dQ - cdT folgt 

(c — O dT = Apdv und (c — c^ dT = ~ A-oäp; 

daher ergibt sich mit Benutzung der Abkürzung (c — c\ : (c — ej = ,tt: 



- ,_ oder 



J^-ß 



Durch Ausführung der Integration erhält man 

ftlni' + In^ =■■ konst 
oder 

,1." - s, 

wenn als Integrationskonstante In/i benutzt wird. 
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Methode der Substitution. 49 

Die Kurven, die den Gleichungen dieser Gestalt entsprechen, wenn 
man p und v als rechtwinklige Koordinaten tüh Kur veap unkten deutet, 
bezeichnete G. Zeuner^) Bkla polytrop) sehe Kurven; die Größe c nannte er 
die „spezifische Wärme des Gases für die Druckkurve pv" = Je". Im 
Falle c = wird fi = k, man erhält alsdann die adiabatischen Kurven 
(vgl. (8), S. 44 und Teil I, S. 188 und 160-162). 



Einfache Beispiele zur Methode der Substitution. 

Integration der Potenz. 

1. Häufig kann man das Integral / f{x)ilx, dessen Wert bestimmt 
werden soll, durch Einführung einer neuen Veränderlichen S vermöge 
einer Substitution von der Form x= fiz) auf ein bekanntes Integral 
zurückführen. Durch diese Substitution, aus der dx = q)'(s)ds folgt, 
erhält man 

Dabei wird vorläufig vorausgesetzt, daß die Funktion fp(0) eine ein- 
deutige Funktion von s ist und die Umkehrung s = il-'{x) eine eindeutige 
Funktion von x. 

Die Anwendung dieser Methode der SuhstiMion hat natürlich nur 
dann einen Sinn, wenn das zu dem Differential f[^[0)1<p'{z)d0 gehörige 
Integral bekannt ist oder wenn dieses Differential eine einfachere Ge- 
stalt als f{x)dx hat. Sehr oft erfolgt die Anwendung dieser Substitu- 
tionsmethode derart, daß f{x) die Veränderliche x nur in einer Verbin- 
dung wie ax oder ax -\-h enthält; durch die Substitution ax — s, bzw. 
oa; -|- 6 = 3, dx — —de ergibt sich ein einfacher gebauter Integrand. 

2. Wird das bestimmte Integral j f(x)dx durch die Substitution 

x = q>{ii) in ein anderes übergeführt, bei dem s die In tegrations veränder- 
liche ist, so treten bei dem neuen Integral an Stelle der ursprünglichen 
Grenzen x^a und x^i neue Grenzen z = a, s^ß, die aus a = q>{s) 
bzw. J> = ip(0) zu bestimmen sind. Wie schon erwähnt wurde, wird voi-- 
läufig die Eindeutigkeit dieser Auflösungen vorausgesetzt. Auch wird 
angenommen, daß der Integi'and im In tegrationsbe reich nicht unstetig 
wird. 

1) Teeliniathe Therm odTiiarailt, 3. Aufl., Bd. 1, Leipzig 1905, S. 150—153, 
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50 § 2. Einfache Beispiele zur Methode der Subatitutiou- 

Beispiele. 

1. / (ax + lydx, ax + l = 2 , dx = - d^, daher 

J(ux + l)«!!» - j^Ji/'dl - s^ «•- ^ (ex + llf. 

2. fYix^-Sdx-^y^ix'-'Sy. 

3. f(dX + Vfdx - i '"^^"^'J" ' , feBs 1. + - 1 ist. 

4. kdX + hydx - ^Jax + lyVax + 6 . 

6. / .=hi.(x — h), daher 

Hierbei ist vorausgesetzt, daß entweder a < Ä und b <,]c oder 
«. > ^ und !> > /i sei. 

8, Mit Hiife der Substitution f(x) = ^ beweise man die wichtigen 
Formeln 

Jf'l^ldx-\nf{x) und J fix)rix)dx-~f\x). 

Die erste dieser heiden Formeln gilt nur, wenn f(x) in dem Inte- 
grationeb er eiche positiv ist. Bei negativem f{x) ist die Formel durch 

au ersetzen (vgl. Regel 7, S. 3). 

"• /r+t. <":-"« /s"!. "i- - ä 1° (8 + "'). 

wie ans Aufg. 8 folgt. 
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Änderung der ßesclileuDigung der Schwere. 51 

„ dx^ WO H > sei. 
J"*) = — in (a" -|- a:") _ = —lii2, also von it unabliärigig. 

J Vm 

12. JVfwf'W''« -, " iWw""- 

13. Ein materieller Punkt von der Masse m befindet sich zur Zeit 
t = an der Stelle im Abstund a vom Mittelpunkt M der ruhend 
gedaebten Erde und bat die nach M gerichtete Geschwindig- 
keit Vg. Wie groß ist die Geschwindigkeit v^ des Punktee, 
wenn er von aus infolge der Anziehungskraft der Erde die 
Strecke s^ durchlaufen hat und mit welcher Geschwindigkeit 
trifft er insbesondere die Erdoberfläche? Die Änderung, die die 
Beschleunigung des PunMes bei der Änderung seines Abstandes 
vom Mittelpunkt der Erde erfährt, isi sm beyücksiditigen, je- J""-"^ 
doch werde angenommen, daß die Bewegung im luftleeren 
Räume erfolgt. Auch der Fall « = oo soll betrachtet werden. Vgl. auch 
Aufg. 32, S. 13 und Aufg. 12, S. 185 fe. 

In der Mechanik wird gezeigt, daß die Beschleunigungen g und g^, 
die ein und derselbe materielle Punkt in den Abständen R und a vom 
Mittelpunkt der als Kugel gedachten Erde erfährt, den Quadraten dieser 
Abstände umgekehrt proportional sind; es ist also 

Bedeutet R die Länge des Radius der Erdkugel, so ist die zuge- 
hörige Beschleunigung g = 9,81 m/sek^. 

Nach Verlauf der Zeit t möge der Punkt von aus die Strecke 
OP = s (Fig. 29) durchlaufen haben; die zugehörige Beschleunigung 
ist als dann 

f-äf-i,.-.]" 

woraus bei Einführung der Geschwindigkeit v = . die Gleichung 

fai "^^ = J^' 

^ ' dt (ß — s)' 

hervorgeht. 



a berechnende Integral im folgenden häufig 
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Ö2 § 2. Emfeolie Beispiele -/.ur Methode der Substitutiou. 


Nun ist 

daher erhält man 
und 


dv dv ds dv 
dt ~ ds dt ^'d's' 


(3) 


P-'^-f^. 


■woraus mit Hilfe 
Gleichung 


der Substitution a — s = s nacii Regel 2, S. 4y die 




|(V -«.•)- 9B>.(-i) Ji; 


oder 




(4) |(V^.„^ 


')="«■ Hr=^«M,.-,.-ih4S5 



folgt. Daher wird 



(£>) 



Für s, = ß— iS ergibt sich die Geschvyindigkeit V, mit der der 
Punkt die Erdoberfläche trifft, nämlich 



(6) y-+y%'- 



Die Gesehwindigkeit eines aus unendlich großer Entfernung {a ~ oo) 
die Erdoberfläche treflenden materiellen Punktes wird 

(7) r^^+Vv^+2git. 

Für Ü = ()370300mi),s = 9,81 m/sek^, wird l/2V^= 11 180 m/aek. 

So groß würde die Geschwindigkeit eines aus unendlich großer 
Entfernung die Erde treffenden Körpers sein, dessen Anfangsgeschwindig- 
keit i?o = war. 

14. Bis zu welcher Höhe steigt ein materieller Punkt von der 
Masse m, der zur Zeit t ~ von der Oberfläche der Erde mit der An- 
fangsgeschwindigkeit ^0 vertikal in die Hi5he geschleudert wird? Wie 

1) Naet F. W, Bessel hat die halbe große Achse der als ahgeplattetes 
Rotationsellipsoid (Sphaeroid) betrachteten Erde die Länge 6377 397,16 m, die 
halbe kleine Achse die Länge 6356078,96 m. Bei Näherungsrechnungen ersetzt 
matt das EUipsoid durch eine Kugel und nimmt nach. V, R. Helmert (Die 
mathematischen und physikalischen Theorien der höheren Geodäsie, Bd. 1, Leipzig 
1880, S. 63) am zweckmäßigsten E = 6370300 m als ihren Radius. 
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Druck einer Flüssigkeit auf eine elliptische Fläche. 53 

bei Aufg. 13 soll die Änderung der Beschleunigung der Schwere, nicht 
aber der Luftwiderstand Ijerücksiclitigt werden. 

Zur Zeit t befinde sieh der Punkt an der Stelle P im Abstand 
MT = s TOm Mittelpunkt der Erde. Die Beschleunigung, die dieBewe- 
gung des Punktes durch die Anziehung der Erde erfährt, ist nun ne- 
gativ in Ansatz zu bringen, denn sie wirkt entgegengesetzt der Richtung 
der wachsenden Größe s und beträgt (vgl. Aufg. 13) 
, , (i*s dv glP 

woraus wie in Aufg. 13 die Gleichung 

vdv = — -j- rfs 

hervorgebt, durch deren Integration man 

(9) |(V-».'^-«B'(i-i) 

erhält, wobei die Werte v ^ v^ und 2 = s^ zusammengehören. 

Der materielle Punkt steigt, bis v^ zu Null geworden ist; sein Ab- 
stand Z^ vom Mittelpunkt der Erde beträgt alsdann 

die durchlaufene Höhe ist 

(") ^-« = ^ä^v- 

Diese Gleichung zeigt, daß sieh der materielle Punkt ins Unend- 
liche entfernt, wenn die Anfangsgeschwindigkeit v^ '^y2gR ist; hierzu 
müßte j^o wenigstens 11180 m/sek betragen. Übrigens sei daran er- 
innert, daß der Widerstand der Luft nicht berücksichtigt wurde. 

15. Eine ebene Fläche, die durch die eine Achse 26 einer Ellipse 
und die zugehörige halbe Peripherie der Ellipse begrenzt ist, wird ver- 
tikal in eine Flüssigkeit eingetaucht, so daß die 
Achse im Flüssigkeits spie gel liegt. Wie groß ist 
der auf jede Seite der Fläche ausgeübte Druck p, 
wenn die Länge der senkrechten Halbachse der 
Ellipse gleich a, das Gewicht der Volnmeinheit det 
Flüssigkeit gleich y ist? 

Denkt man sich die Achse 2 h der Ellipse in der 
wagreehten ?/-Ächso eines rechtwinkligen Koordi- 
natensystems, die Halbachse a in der vertikalen a;-Achse j 
positive Richtimg sich nach unten erstreckt (Fig. 30), so 
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54 § 2. Einfache Beispiele auf Methode der Substitution. 

die Gleichung der Ellipse. Zwei in den Tiefen x nnd x + dx gezogene 
wagreehte Geraden begrenzen auf der eingetauchten Fläche einen Strei- 
fen, dessen Flächeninhalt 

2ydx = — }/a^— x'^dx 

ist. Nach den Bemerkungen in Aufg. 34, S. 18 stellt daher 

dp = - '^- Ya^— x^dx 

den auf diesen Streifen ausgeübten Druck dar, und für den gesamten 
Druck erhält mau 



O^^^jfxVa^'- 



Mit Hilfe der Substitution ä = + ^/a^ . 
wandelt sich dieser Ausdruck in 



-'^ß'd,^"'/ß'd>^!^a'ir. 



Wird statt der halben Ellipse ein Halbkreis eingetaucht (Radius a), 
so erhält man p = f«')'- 

Der Dmek ergibt sich in Kilogi'ammen, wenn die Längen a und h 
in Dezimetern angegeben sind und das Gewicht y in tg/cdm gemessen ist. 

16, Wenn ein Gefäß, dessen Wand die Gestalt einer Eotationsfläche mit 
vertikaler Achse oder eines beliebigen vertikalen Zylinders oder Prismas 
hat, bis zu einer gewissen HöheÄ mit Flüssigkeit, etwa mit Wasser, gefüllt 
ist, so kann man theoretisch leicht einen Ausdruck für die Geschwindig- 
keit angehen, mit der der Wasserspiegel in irgend einem Augenblick 
sinkt, wenn das Wasser durch eine im Boden des Gefäßes befindliche 
Öffnung ausfließt. Auch kann man theoretisch die Zeit bestimmen, 
die verfließt, bis das Wasser bis zu einer gewissen Höhe gesunken 
oder ganz ausgeflossen ist. Es werde hierbei zunächst angenommen, 
daß während des ganzen Vorganges keine weitere Flüssigkeit dem Gefäß 
zufließt: femer wird vorausgesetzt, daß der Druck der Luft auf den 
Wasserspiegel so groß ist wie der Druck auf die Bodenöffuung, 

Offenbar ist die während eines Zeitelements dt mit einer Geschwin- 
digkeit Vj durch die Bodenöffnung vom Querschnitt f ausfließende 
Wassermenge dQ gleich fv^dt. Hierbei sinkt der Wasserspiegel, der 
einen während des Zeitelements dt als unveränderlich zu betrachtenden 
Flächeninhalt F haben möge, mit einer gewissen Geschwindigkeit v um 
die Strecke vdt, und das Volumen der im Gefäß befindlichen 1'" 
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Au sfluBge ach windigkeit. Sata von Torricelli. 55 

menge nimmt unterdessen um den Beti-ag F ■ vdt ab. Mit Rücksicht 
auf die Kontinuität des ganzen Vorganges muß daher 
(1) dQ^ fv^dt = Fvdt, also fv^ = Fv 

sein. 

Die Geschwindigkeit v^, mit der das Wassor in einem gewissen 
Äugenblick t durch die Offiuung /■ ausfließt, ist nach einem von E. Torri- 
celli^) im Jahre 1644 ausgesprochenen Satze gerade so groß wie die 
Geschwindigkeit eines Körpers, der in freiem Fall die der Zeit t zu- 
gehörige Druckhöhe (Abstand des Flu ssigkeits spiegeis 
von der Bodenöffnung) zurückgelegt hat. 

Wir fuhren nun ein rechtwinkliges Koordinaten- 
system ein, und zwar liege seine i/-Aehse in beliebiger 
üichtung in derjenigen wagreehten Ebene, in der sieh 
zu Anfang des Vorganges (zur Zeit t ■^ 0) der Wasser- 
spiegel befindet; die positive Richtung der mit der Achse der Rotations- 
fläche zusammenfallenden 3;-Ächse erstrecke sich senkrecht nach unten. 
Alsdann folgt für die Geschwindigkeit v^, mit der das Wasser zur Zeit 
t durch die BodenöfFnung iließt, nach dem Satze von Torricelli: 

(3) v,-+y'2W^i), 

wenn g die Beschleunigung der Schwere, h die ursprüngliche Druek- 
höhe (zur Zeit ( — 0) und x die Strecke bezeichnet, um die der Wasser- 
apiegel während der Zeit t gesunken ist. Mit Rücksicht auf (1) erhält 
man für die Geschwindigkeit v, mit der der Wasserspiegel zur Zeit t 
sinkt: 

(3) «_ + /^V'äj(/..-i). 

Man erhält v in cm/sek, wenn f und F in qcm, h und x in cm 
gegeben sind; für g ist 981 cm/sek^ einzusetzen. 

Hat das Gefäß die Gestalt eines vertikalen Zylinders oder Prismas, 
so ist F konstant; hat d^ Gefäß die Gestalt eines Rotationskörpers, 
der dui-eh Drehung der Kurve j/ = f(x) um die o;- Achse entsteht (Fig. 31), 
so ist F = y^Tt. 

In (3) kann ;; durch --r ersetzt werden; daher folgt: 

(4) ?J _ + lyTsW-i) 

Fdx 



und 

(5) dt = 



Die Anwendung des Satzes von Torricelli setzt voraus, daß sieh 
Begrenzung der Bodenöffnung vermöge eines Mundstückes stetig, 

t) De motu graviuni naturaüter descendantium, in den Opeca geometrica. 
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5t> § ä, Eiufathe Beispiele zur Methode der Substitution. 

also olme scharfe Kanten an den Boden anschließt, das Verhältnis f:F 
sehr klein ist und auch die Weite des MundsfcÜctee verglichen mit der 
Dmekhöhe klein ist. Die Tatsache, daß diese Voraussetzungen nie 
strenge erffällt sind, sowie andere Umstände, z. B. Reibungen innerhstlb 
der Flüssigkeit, an der Wand des Gefäßes und an der Mündung haben 
zur Folge, daß die durch (2) bestimmte theoretische Ausilußgesch windig- 
keit größer ist als die wirkliebe W] gewöhnlich setzt man 



Iß) w- + ,p-V2g{h-x), 

wo der Geschwindig]ceitslcoefßnent (p das Verhältnis der wirklichen zur 
theoretischen Ausflußgesch windigkeit, also einen eehtenBruch, bezeichnet. 
Ein Mittelwert von y ist 0,97. 

Bei allen Untersuchungen, in douen die Ausflußmenge vorkommt, 
ist außerdem die Einschnürang zu berücksichtigen, die der austretende 
Flüssigkeitsstrahl in der Nähe der BodenöfFnung zeigt. Diese Ein- 
schnürung entsteht dadurch, daß die Fiüssigkeitsteilchen in konvergenten 
Richtungen nach der Öffnung eilen und die gerade über ihr befindlichen 
Teilchen am Ausfluß hindern. Das Größen Verhältnis des Querschnitts 
/■j an der engsten Stelle des Strahles zu dem Querschnitt der Öffnung f 
wird Koni/raktiomkoeffizient genannt und soll mit x bezeichnet werden.^) 
Die für die Zeiteinheit berechnete Ausflußmenge wii'd daher (pxfv-^ oder 
ft/'i?,, wenn man ipx = ^ setzt, wo nun fi den sogenannten Ausflußkoeffi- 
eierdm darstellt. Je nach der Gestalt der Öffnung oder des angesetzten 
Mundstückes bat ji verschiedene Werte, die zwischen 0,6 und 0,97 
liegen. ^) 

Mit Benutzung von (5) löse man die Aufgabe: 

Wieviel Sekunden dauert es, bis der Wasserspiegel in einem ur- 
sprünglich bis zur Höhe h cm mit Wasser gefüllten zylindrischen oder 
prismatischen Gefäß infolge Ausflusses aus einer im Boden beflndlicben 
Öffnung vom Querschnitt f qcm um x^ cm gesunken ist und wie lange 
dauert es, bis das Gefäß leer ist? Der Flächeninhalt des Wasserspiegels 
betrage Fqcm; g ist 981 cm/sek^. 

Die zunächst gesuchte Sekundenzabl t^ wird 






1) H. Lamb zeigte, daß der KontraktionskoefBaient nicht unter 0,5 sinTien 
kann, wenn man eine reibungalose Thlssigkeit voraussetzt. Vgl. H. Lamb, Ein- 
leitung in die Hydrodynamik, deutselie Ausgabe von E. Eeiff, Froiburg i. B, 
und Tübingen 1384, S, 39—41. 

2) Näheres hierüber findet man z. B. in „Des Ingenieurs Taschenbuch" 
htegg. vom akad. Verein „Hütte", 21. Aufl., Bd. 1, Berlin 1911, S. 277—281, oder 
bei J. Weisbacb, Lehrbuch der theoretischen Mechanik, 5. Auü., Braunschweig 
1870, S, 968—990. 
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Zeitdauer für Sinken des Wasserspiegels. 



und mit Benutzung des Äusflußko effizienten jt 

Die Zeitdauer der Entleerung des Gefäßes beträgt 



Würde durch entsprechenden Waaserzufluß die Druckhöhe /* kon- 
stant erhalten, so wäre die Zeitdauer T des Ausiließens einer mit dem 
Volumen i'k des Gefäßes inbalts gleichen Wassermeuge gegeben dm-ch 






T ist also gleich yi). 

17. Wie gestaltet sich das Ergebnis von Äufg. 16, wenn in der 
Sekunde von oben eine Flüssigkeitsmenge ^j zufließt? 

Jetzt ist die während des Zeitelementa dt stattfindende Abnahme 
des Volumens der Flüssigkeit im (jieiä& Fdx = dQ— Q^dt; da ferner dQ 
nach (1) in Aufg. 16 gleich fv^dt = fy2g(h — x)dt ist, erhält man 



Fax ^ fVf^l 
somit bei Einführung des Ausflußkoeffizießten ^: 

woraus mit Benutzung der Substitution Q^ = f]/2gk und mit Hufe t 
s = + (lYh — X, s^'= iv' (h — x) die Gleichung 



hervorgellt. So ergibt eich 

Der Wasserspiegel sinkt solange Q^ < fifl/Si/ (Ji — x) ist. 
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58 



Einfache Beispiele 



r Metiiotle der Substitution. 



18. Wie groß ist die Zeitdauer T^ der Entleerimg einer mit Wasser 
gefüllten, den Seheitel nach unten kehrenden Halbkugel, wenn das 
Wasser durch eine im Scheitel befindliche 
Öffnung bei wagrechter Lage der die Halbkugel 
begrenzenden Ebene ausfließen soll? Der Kugel- 
radius sei a. 

Die Gleichung des die Kugel durch Drehung 
'^ um die a:- Achse erzeugenden Kreises ist 

x'+f-a', 
daher wird (Fig. 32) F=^i/% und nach (5): 



' f'fV^gJ Va-x 



dx. 



Nach Einführung 



'e = 0, dx = — dß erhält man 



'^0 J 






cfl/^ffL 



4 ayj/a 

5 ^fY^g 



19. Ein Gefäß habe die Gtestait eines ßotationsparaboloide, das durch 
Drehung einer Parabel um ihre vertikal stehende Achse gebildet wird. 
Das Gefäß ist urapriinglioh bis zu einer Höhe von 4 dm mit Wasser 
gefüllt, das durch eine im Scheitel des Paraboloids angebrachte Öffnung 
von 1 qcm Querschnitt ausfließen kann; der Parameter der Parabel sei 
gleich 3 dm. Man soll die Zeitdauer Tj der Entleerung des Gefäßes be- 
stimmen, wenn jt — 0,97 gesetzt wird. 

Die Gleichung einer Meridiankurve des Botat ionspar aboloids ist 
bei Benutzung des S. 55 erwähnten Koordinatensystems y^= 3(4 — a;J, 
wenn 1 dm als Längeneinheit zugrunde gelegt wird. Ferner ist aisdaun 
/■= 0,01 qdm, g == 98,1 dm/sek=, daher 

' 0,97. 0,01 J/196,9 J Yi — x 0,0097 1/196,2 L J^ = 4 

oder 

T. = ^^^ = 370 Sek. = 6 Min., 10 Sek. 

0,0097 yi96,2 

20. Im Boden eines mit Wasser gefüllten Gefäßes von der Gestalt 
eines geraden Zylinders oder Prismas befinde sich eine durch einen 
Schieber verschließbare Öffnung von der Gestalt eines Rechtecks, dessen 
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Zeitdauer der Entleerung eines Gefäßes. Ö9 

Seiten die Längen a und h haben. Der Ausfluß des Wassers möge da- 
dureli lierbeigefülirt werden, daß der Schieber mit gleichförmiger öe- 
schwindigkeit c länge der beidea Seiten von der Lange b weggezogen 
wird; die zur iroUständigen Öffnung des ßeebtecka nötige Zeit betrage t^ 
Sekunden, so daß b = ct^ iat. Um welchen Betrag ic^ sinkt der Wasser- 
spiegel während dieser Zeit, wenn h die ursprüngliche Drnekhöhe und 
F der Flächeninhalt des Wasserspiegels ist?"-) 
Nach (4) S. 55 ist 

denn i < /^ Sekunden, nachdem man begonnen hat, den Schieber weg- 
zuziehen, ist die Bodenöffnung /' ein Rechteck mit den Seiten a und ct. 
Es folgt nun 



F 



'fv^L—<^"^'^ß"' 



wo t^ = b : c ist; daher wird 

oder 

iFYh - 1, - iFYh - iiaU, Ylg 
und 



»,-*- (i/x— !^-y») - ''°y'/'»( 



21. In der vertikalen dünnen Seitenwand eines mit ' 
füllten Gefäßes von der Gestalt eines Prismas befindet sieh eine recht- 
eckige Öffnung, deren wagrechte Ränder vom Wasserspiegel um die 
Strecken h und H'>h entfernt sind; die Breite des Rechtecks sei b. 
Wie groß ist die in einer Sekunde durch die Öffnung fließende Wasser- 
menge Q, wenn der Wasserspiegel durch entsprechenden Zufluß in kon- 

stantet Höhe erhalten wird? 

Wird das Rechteck in wagrechte Streifen vom Inhalt h dx zerlegt, 

so fließt durch einen solchen Streifen, der sieh in der Tiefe x unter der 

Oberfläche befindet, in einer Sekunde die Wassermenge dQ = (ihY^gx dx ; 

daher ist die in einer Sekunde durch das ganze Rechteck fließende 

Wassermenge 



Q = ^hy^gjx^ dx = Y.<t6]/a3 



.H' 



1) "Vgl. D. Ch. L, Lehmann, 300 Aufgaben aus der liöhern und ange- 
wandten Mathematik, Berlin 1842, S, 119. 
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60 § 3- UiieigeiiUiclie Integrale. 

Wenn Ä = ist, beginnt die rechteckige Offiiung schon in der 
oberen Kante der betreffenden Seitenwand und bildet einen Wanäem- 
schnitt oder uherfall; es ist alsdann 

Vfo A den Flächeninhalt des Rechtecks bedentet. 

Die praktische Anwendung dieser Formel ist hauptsächlich durch 
die Kenntnis des Faktors (t bedingt.^) Wir erwähnen nur, daß ji bei 
scharfen Kanten der Öffnung kleiner ist als hei abgerundeten Kanten. 
Die Zahl 0,41 ist ein Mittelwert von \ u. 



§ 3. 

Uueigentliclie Integrale. 

Dies sind bestimmte Integrale jf[x)dx, hei denen entweder eine 

der beiden Grenzen a, h unendlich gi-oß ist, odor bei denen die Funk- 
tion fix) für einen innerhalb des Integrationsbereicbes gelegenen Wert 
X = m unendlich groß wird. Hier gelten folgende Regeln: 

1. Die Funktion f(x) sei in dem Integrationsgebiete eindeutig, end- 
lich und stetig, aber eine der beiden Integrations grenzen sei unendlich 
groß, oder die eine sei -f oo, die andere — oo. Alsdann gilt die Defi- 
nition: ..„ . 



ff{x) dx = \imff{x)dx, 



Torausgesetzt, daß das Differential f(x)dx bis au jeder Grenze h> a 
integrierbar ist und das Integral für lim & = co wirklich einem be- 
stimmten Grenzwert zustrebt. Man kann dies auch so fassen: Es be- 
steht die Gleichung 

faUs die Funktion F(x) für x'^a die Ableitung {(x) hat und der Grenz- 
wert lim F(x) existiert. 



Unter den analogen '^ 

ff(x)dx = iim ff{x)dx 



1) Vgl. hierzu Pb. Focchheimei', Hydraulik, in der Enzyklopädie der 
mathematischen Wiasenschaften mit EinacliluB ihrer Anwendungeji, Bd. IV Me- 
chanik, 3. Teil, Leipzig 1901—1908, S. 40Sff. 
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i Integrale und deie 



J'mäx- Im ff(x)dx 



für lim 6 == -|- oü imd lim a = — oo . 

Der Grenzwei-t muß hierbei unabhängig sein von der Art, wie a 
und fe nach cw bzw, — co konvergieren, insbesondere kann man erst 
h nach 4- oo und dann a nach — oo streben lassen, oder umgekehrt, 

2. Wird die Funktion f{x) für eine der beiden Integration s grenzen 
oder für beide Grenzen unendlich groß, so kann dennoch das Integral 
einen endlichen Wert haben. Wird z. B. /'(6) = ^ oc und ist e eine be- 
liebig kleine positive Größe, so definiert man das Integral folgender- 
maßen: 

ff{x} dx = \imffix) dx = lim F(b - b) ~ F{a). 

Wird f(a) = + co , so ist 

ff{x) dx = lim ff(x) dx = F{b) — lim F{a + s). 

Vorausgesetzt ist hierbei, daß F(x) für a^x<Cb bzw. für a<ix^b 
die Ableitung fix) hat und die Grenzwerte lim Fip—e) und lim F(a-\-£) 
existieren, *"" '"" 

3. Wird die Funktion f(x) für einen zwischen a und 6 gelegenen 
Wert X = m unendlich groß, so definiert man das Integral durch die 
Gleichung 

I fix) dx = lim / f{x) dx + lim / f{x) dx, 

wo d und £ beliebig kleine positive Größen bezeichnen. 

Man erhält keinen bestimmten Wert, falls die beiden Integrale der 
rechten Seite lieineu Grenzwert haben; es kann aber eintreten, daß für 
E = (p{ä), wo <p{ß) eine eindeutige, stetige und mit ä nach Null kon- 
vergierende Funktion ist, die Summe der beiden Integrale einen im all- 
gemeinen von der Wahl der Funfetion fp{S) abhängigen Grenzwert hat. 
Insbesondere heißt der für e^S auftretende Grenzwert nach A. Cauchy 
der Sawphvert^) des vorgelegten Integrals (vgl. Aufg. 9 u. 10, S. 63 f.). 
Integrale, die in der eben beschriebenen Art unbestimmt sind, werden 
nach Cauchy als singttlär''-) bezeichnet. Auch bei den in ßegel 1 be- 

1) Journal de Vficole Poljteclmique Bd. 12 (cah, 19). Paiis 1S23, S. 672—673; 
CEuvres, Bd. 1 der 2, Serie, Paris 1905, S, 335—336; Mömoirea present^s par divers 
Eavanta ä l'acadömie xoyale des soiencea Bd, 1, Paria 1827, S, 887 [18U]; (Euvrea, 
Bd, X der 1, Serie, Paris 1882, S, 402. 
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62 § 3. Uneigeatliche Integrale. 

trachteten Integralen mit den Grenzen + oo und — cvs können solche 
Unbestimmtheiten auftreten. 

Beispiele. 

1. Den Flächeninhalt J'' der Kurve Jf — — ; für das Intervall von x = a 
bis a; = oo zu bestimmen; hierbei sei a eine positive Größe. 

2. Die gleiche Aufgabe für die gleichseitige Hyperbel y = — 

Hier wird i'' = / — dx ~ [In ic]" unendlich gi'oß, das Integral hat; 
keinen endlichen Grenzwert. 

3. Für welche Werte von fi hat / - ,t , wo a > und n ■4= 1 sei, 
einen endlichen Grenzwert? 

Man erkennt, daß h > 1 sein muß. 



rdx 



6. Man bestimme den l'lächeniiihalt F der liurve xy^ ~ k^ für das 
Intervall von x = ^aiä x^b. 

F= ( „ dx. Hier wird der Integrand für die untere Grenze un- 
endlich groß; nach Hegel 2, S. bl, ist dabei' 

J"= lim TA dx = ■2J:{yh~\imy~i) = 2kyb . 

7. Wie groß ist der Flächeninlialt F der Kurve x^y^ = k^ für das 
Intervall von j; = — a bis x — h, vio a und h positive Größen sind? 
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Beispiele für un eigentliche Integrale, 63 

Nach Regel 3, S. 61 ist 

F=lim l^-^dx + lim ( ,-^dx 

= 3/t{lim V-ö - V-a + Vl- \imV~e\ ^ 3/i;(Vä + V^)- 

8. Für welclie positiven Werte von n hat / - _- -„ , wo b'>a und 

ii 4= 1 söi; einen endUclKM Grenzwert? 
Hier wird 



J- 



= lim f 

.=0 J (6 



Man erkennt, daß » < 1 sein muß, und awar wird alsdaun 

9. Warum hat j -■ keinen bestimmten Wert? 

Da der Integrand im Integrationsbereich unendlich groß wird, hat 
man Regel 3, S. 61 anzuwenden. Hiernach ist bei Anwendung von 
Regel 7, S. 2f. und mit Berückaichtigung des Umstandes, daß in dem 
ersten der beiden folgenden Integrale x negativ ist: 

J -= lim / + lim / = lim In ö' — In 1 + In 1 — lim In s 

oder J = lim In <J — lim In s, und dieser Ausdruck ist unbestimmt, denn 

d und e müssen voneinander unabhängig nach NuU streben, das vor- 
gelegte Integral ist singul'är. Für f = d erhält man den Cauchyscheii 
Hauptwert des Integrals, nämlich NuU. 

10. Man zeige, daß / -j- r~i ^i*^ singuläres Integral ist. 

Nach Regel 1, S. IjO f. ist 

J-lim C^—^ArMm A^^-^^ = - lim ln(a^ + 1) + lim ln(!>^+ 1), 
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64 § 4. Integration der Eiponeütialfunktion und des Logarithmus. 

ein unbestimmter Ausdruck. Für h = a erhält man den Hauptwert 
lim In "j-^ , der gleich Null ist, denn -s-itt wird auch für ein unend- 
lich großes a der Einheit gleich. Vgl. Teü I, Fig. 84, S. 187. 

II. r_l^__ _ wo fl > 0, ö > und K > 1 sei. 

Die Substitution ax + h = e ergibt 

j^L f^i^ — i_.ihnr m= ^-^.■ 



Integration der Exponentialfunktion und des Logarithmus. 

Methode der teilweisen Integration (Integration nach Faktoren). 

1. Durch Umkehrung der entsprechenden Di fferentiations regeln 
erhält man: 

tind .. 

( e'' dx = e'' -{- 0. 

2. Die Methode der teüwetsen oder partiellen Integration läßt sich 
durch die Formel 

jifi{x)i)'{x)dx = ff(x)ii>{x) —jii!(x) ip'{x)dx 

darstellen, oder wenn (pix) = u, iti'{x) dx = dv gesetzt wird, durch die 
Formel „ , 

Judv = m-Jvdu. 

Die Anwendung dieser Methode setzt natürlich voraus, daß das zu 
dv gehörige Integral bekannt und jvdii leichter zu bestimmen ist als 
das Yorgelegte Integral judv. 

Wenn diese Methode als partielle Integration bezeichnet wird, so 
bildet ihre Formel doch nicht die eigentliche Umkehrung der Formel 
für die partielle Differentiation. Vielmehr wird diese Umkehrung in der 
Schreibweise Ton M. Brendel^) durch 

J'f(u,v)dx-ff{u,v)dx-J{^Jf{u,v)dx]dv 
1) Mathematisch«! Annalen Bd. 50 (l'JU2), S. ü-iaff. und S, 599. 
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Integration niicli Faktoren. 65 

dargestellt, wo m und v Funktionen Ton x sind und der Akzent am Inte- 
gralzeiclien andeutet, daß bei der Integration v als Konstaüte anzusehen 
ist. Im Grunde findet sich diese Formel schon bei J. Eertrand^) und 
bei J. Worpifczky*); dieser sehreibt sie in der Gestalt 

Jf{u,x)äx -j'f(u,x)öx -J\ljf(«,x)dx]fjx. 

Für f{u,x) = u ■ F{x) geht sie in die Formel für den besonderen 
Fall über, der gewöhnlich als teilweise oder partielle Integration be- 
zeichnet wird und nach dem Vorschlage von N, J. Hatzidakis^) besser 
als „Integration nach Faktoren" zu bezeichnen wäre. 

Beispiele. 

1. f a'+'^dx ^ a'^ j a'dx ^ . — 

2. Wie groB ist die Fläche F der Kurve y = a" für das Intervall 
vona; = Obis x -- x^'f 

Man findet 

F = "^5^^ ^ = -^;-"^- = (y, - 1) St , 

wo St = 1 : In a die bei der Kurve y = a" konstante Länge der Sub- 
tangente bedeutet (vgl. Teil I, S. 67, Äufg. 5). Für a^e, wo e die Basia 
der natürlichen Logarithmen bedeutet, wird F=y^— 1. 



( a'^''dx =- — 1 ■ 

J H In a 

jxe-dx. 



Setzt man a; = w, e''dx = dv, so ergibt die Methode der teilweisen 
Integration 

J = xe' — je'dx = e'ix— 1); 
insbesondere wird 



j xe' dx = 1 . 
fx^^dx. 



1) Traitö de caleul difförentiel et de calcul integral, Bd. 2, Paris 1S70, S. 10—11. 

2) Lehrbuch, der Differential- und Iiitogralrechnuag, Berlin 1880, S. 73 — 74; 
Zeitschrift für Mathematik and Physik, Bü. 23 (1878), S, 407—408. 

3) Mathematische Annale«, Bd. 57 (1903), S. 134—136. 
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66 g 4, Integration der KsponentialfunJitiim und des Logarithmus. 

Hier ist die Methocle der teilweisen lutegration zweiiiiiil anzu- 
wenden. Man erhält 

J = x^e" — j2xe'dx = (x- — 2x-\-2')e'. 
6. ßnx-dx. 

Für In^ = M, dx = dv ergibt Regel 2, 3. 64: 
■J = X lux — I dx = x(liix~ 1); 
insbesondere wird 

jliixdx^-2[n2~ 1. 

7. J'hi 3fdx = nf\a xdx = nx (In x — 1). 

8. j x^lnxdx =^^x^\a.x — ;- j a?dx = —x^\nx — -.x^. 

9. \x^\a.xdx= , .x'"*^\is.x — ,- r -,,x"'^^, m4=— 1. 
J )* + 1 (™ -i- 1) 

10. jx''lnxdx, wo w > sei. 

Hier wird nach Regel 2, S. Gl: 

J = lim i x" \ti X dx == — t -:r\\-i — 1™ "n"4-"i r^ 4- ii^ ^" ^ M ' 

und wenn man beacütet, daß lim {s In e) ~ nnd w > ist, folgt 

11. /"'" dl. 

Nach der zweiten Formel in Anfg. 8, S. 50 wird J=Y(lna:)^ 

12. I— — dx, ln:K = 2, — dx = (h, 
J-/lnsÄ»-3{liia-l)-lni|ln(lni)-l) 
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Fläch eniülialt der Kettenliiiie. 

13. Wie groß ist der Fläche ninbalt F der Kvirve y = e~ 
Intervall von a.' = bis 3: = + cx)? Hierbei sei in > 0. 



67 

''■ für das 



=!-/ 



r'^'dx = - 



-Iime-'"*+ — = - 



Das Integi'al bat nur für 7» > einen endlichen Wert; bei nega- 
tivem m würde F zugleich mit der oberen Grenze unendlich groß werden, 

14. Die hyperbolischen Funktionen ©DJ x und ©in x sind durch 
die Formeln 



i^o\x-i(e^ + e- 



und ©in X =-a-(e^' 



definiert. Unter Beachtung der Tatsache, daß die Ableitung je einer 
dieser beiden Funktionen die andere ergibt (vgl. Teil I, S. 7 und 8, 
Aufg. 6), mache man sich kkr, daß 

/Sof xdx = @in x und /©in xdx = 6o( x 
15, Den Flächeninhalt F der Kettenlinie 

,^|(,J + ,-^-)^„So|(i) 

för das Intervall von x^ bis x^, wo < 3;^ < a^j sei, zu bestimmen. 
Hier ist 

F^mj^o] (£jdx = m'[®m (311^' 

wofür mit Anwendung der Beziehang ©oj^a; — @in^a^ = 1 auch 

F = mä [l/eof^ (~) - 1 1 ^' = m [Vf^m^J^] 



gesetzt werden kann. Dabei 



hörigen Ordinate n. 

Man beachte, daß ein mit F inhalts- 
gleiches Rechteck sofort konstruiert werden 
kann, wenn die Kettenlinie und das Koordi- 
natensystem gezeichnet vorliegt; denn ein 
mit j/j als Radius um den Scheitel S der 
Kettenlinie (Fig. 33) beschriebener Kreis- 
bogen trifft die positive a;-Achse in einem 
Punkte L^, so daß Oi, - Yy^—m^ ist. 
Analog wird 0L^= Yy^^ — Ml', dasRechteck 
mit den Seiten OS— m und LyL^ ist daher 
mit der Fläche der Kettenlinie inhaltsgleich. 



id «/j, y^ die zu den Abszissen 3:,, 
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Ö8 § *■ Integration der Eiponentialfunktion und des Logarithmus. 

16. Mit Benutzung der Formeln 

So? 2« = Eof a; + ©m^^ - 1 -l-2®m'x - 2 ^o\'x - 1 
beweise man die Richtigkeit der beiden Gleichungen: 

JiBiii^xdx =-i-@in2a;— ^x ^-l-(®mx^j)\x — x) 
und 

J i&o\^xäx = l-'Siin2x + ^x = \{ßmx'S.o^x + x). 

17. j{].nxydx, \ax = s, X = e' 

J =Js^ e'ds ^ [ (In a;)^ — 2In x + 2\x, 
nach Aufg. 5. 

Mit Hilfe der Formel in Aufg. 8, S. 50: 

J-^g-dx = ln/W 

sind die beiden folgenden Aufgaben zu erledigen; 

1^' f-/^ ^^ = ^^ f^^' + «) + In C = In [cic- + a)] 
nnd 

20. Man beweise die Formel 

«(/"l - tt'«;l"-i) + i("))(''-^' + (- ^yW'v -f (- l)'' + yMl"+ "-H (ix, 

die eine Verallgemeinerung für die Methode der teilweisen Integration 
(Hegel 2, S. 64) darstellt. 
Es ist 

juv^''+^)dx -- Mt'l"> — ju'v'-"^ dx, 

Ju"v'^''~^'>dx -^ u"v^"~^'> — in"'v^"-^h,ix, 



ju''"^v'dx = w'"'j; ~ ju'-"'''^''vdz. 

Werden diese Gleichungeii abweebaelnd mit + 1 und — 1 multi- 
pliziert und dann zueinander addiert, so folgt softirt die zu beweisende 
Formel. 
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Produkt aus Esponentialfonktion und ganzfir Funktion. 69 

21. Ist fix) eine ganze Funktion w**" Grades, so besteht die Formel 

jV-f{x)ix - - e-Irt«) + fXx) + fix) + . . . + f){x) ] , 

die durch mehrfach wiederholte Anwendung der teilweisen Integration 
zu beweisen iat. Insbesondere folgt: 

je-^x"dx'^ — e~''\x"-\-n3f~'^-\-n{n—\.']3e'-'^-\ \-n{n—l)--'A-2x-{-n\\ 

22. Auf dieselbe Art beweist mau: Ist f{x) eine ganze Punktion 
jjten (Grades, so gilt die Formel 



J^-nx,äx = ...|^> - t-ff + r(f, _ . . . + (_i).f : w j 

d insbesondere 
fe-^dx - (-1)",.: jl -x + ;^- (, + ■■■ + (- 1)- J)«". 



Die Ergebnisse von Aufg. 21 und 22 erhält man auch sofort mit 
Hilfe der in Aufg. 20 bewiesenen Formel. 

23. j x^e"^'' dx, x^ ^ s, xdx = -jde, 

J^\ße-UU ^ - -\[se-- + e-=]~, ^ \[_x,^ + l)e- V. 



ist, falls n eine ganze positive Zahl bedeutet. 
Durch teilweise Integration folgt 



= — [:K''e~''|"+ « /ic"~^e ^dx. 



Hier ist nun lim ^ = 0, Avie leicht gezeigt werden kann (Teil I, 
S. 71—72, Regel ij^, daher wird 

J = 11 j x"''^ e~'' dx, 
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70 § *■ Integration, der Exponentialfunktion and äp.s Lngai'ithmus, 

woraus durch wiederholte Äüweodung dieser Formel 



J= n\ I e-'dx ^7tl 



hervorgeht. 

25, Unter Eadioaktwität versteht man nach Frau P. Curie die 
Fähigkeit gewisser Substanzen ohne Zufuhr äußerer Energie sogenannte 
Secqiierelstrahlen aKaausendea, d.h.unsicktbare Strahlen, die auf die phofco- 
graphische Platte wirken, in gewissen kristallinischea Substanzen Fluores- 
zenz erregen und einen elektrisch geladenen Korper entladen, indem sie 
das Gas, z. B, die Luft, in der sich der Körper befindet, ionisieren, d. h. 
zu einem Leiter der Elektrizität machen. H. Becquerel entdeckte die 
nach ihm genannten Strahlen bei dem Element Uranimn und dessen 
Verbindungen, Frau Curie und unablÄngig von ihr G. C. Schmidt 
fanden Strahlen mit solchen Eigenschaften auch bei Thoriumverhin- 
dungen, das Ehepaar Curie bei den neu entdeckten Elementen Sadium 
und Polonium-, auch das von Debierne gefundene Äkiinium ist in 
diesem Zimammenhang zu nennen.-^) 

Ein Maß der Itadioaktivität verschiedener Substanzen ist die in 
Ampere anzugebende Stärke des elektrischen Stromes, der eine durch 
die radioaktiven Substanzen leitend gemachte Luftschicht bei übrigens 
gleicher Versuchsanordnung durchfließt. Die Stärke der Ströme, um 
die es sich hier handelt, ist äußerst gering, es kommen Stromstärken 
von 10~^^ bis 10~^ Ampere in Betracht.^) 

Man nimmt zurzeit an, daß sieh die radioaktiven Substanzen in 
einem Umwandlungeprozeß befinden; ein Teil dieses Prozesses besteht in 
der Ausaendung von Strahlen verschiedener Gfattung mit merkwürdigen 
Eigenschaften. Ein Umwandlungsprodukt des Radiume ist ein Gas, die 
Radiumemanation. Die Aktivität dieses Gases ist aber sehr unbesiändig, 
weil sich jede radioaktive Substanz ebenso wie diese Emanation allmählich 
umwandelt oder zerfällt, die eine rascher, die andere langsamer. Dieser 
Zerfall geht derart vor sieh, daß die Abnahme — dN der Anzahl der 
Atome, die während des Zeitelements dt erfolgt, der Zahl der noch vor- 
handenen Atome proportional ist. Es besteht daher eine Gleichung von 
der Form 
(1) -dN^lNdi, 

1) näheres über Iladioa,ktiTität findet man z.B. in den folgenden Sckriften: 
J.J, Thomson, BlektriEitftts-Durchgang in Gasen, deutsehe Ausgabe von E. Mars, 
Leipdg 1906; E. Eutherford, Radioaktive Umwandlungen, übersetzt von M, 
Levin, Braimaehweig 1907 (Heft 21 der Sammlung „Die Wissen scbaft") ; W. 
Frommel, Radioaktivität, Leipzig 1907 (Nx. 317 der Sammlung Göschen); Bei- 
trag von E. Dorn über EadioaktlvHät zu F. Koblrausch, Lehrbuch der prak- 
tischen Phyaik, 11. Aufl., Leipzig und Berlin 1910, S. 630— 66D; Frau F. Curie, 
Die Radioaktivität, deutsche Ausgabe von B. l'inkelatein, Leipzig 1911. 

2) Frau P. Cuiie a. a. 0. 1. TeU, S. 75—76. 
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Zetfallperiode radioaktiver Subätauaen, 71 

WO l eine der betreffenden Substanz eigeatümliclie Konstante, die so- 
genannte radioaktive Konstante iat. 

Was folgt nun aus dieser Gfleieliiiiig für die Zahl JV der zur Zeit 
t noch TOrhandenen Atome, wenn dereu Anzahl zur Zeit i = gleich 
N^ war? 

Aus (1) folgt 

(2) j^^-^-xjdt oder ItiN = — ?U+c, 

und hier iat die Konstante c unter Rücksicht auf die Tatsache zu be- 
stimmen, daß zu(=0 der Wert JV-=^o gehört; daher wird c^lnjV^ und 

(3) In-J = - Xt oder N= N^ß-". 

Besonders wichtig iat hier die Zeit i =— T, während deren die Zahl 
der A.tome auf die Hälfte sinkt; zu ihrer Bestimmung muß iV: JV|)= 1 :2 
sein, daher 

(4) Ar = ln2 und r = ^ In 9 ^ -'^''Ip^ ■ 

Man nennt T die Halhwertsseit oder Zerfaüperiode, Pdr die Radium- 
emanation ist T = 3,85 Tage und l = 2,084 ■ 10~ °, wenn man T in Se- 
kunden ausdrückt. 

26. Es sei N^ die Anzahl der zur Zeit t '^ vorhandenen Atome 
einer radioaktiven Substanz: zur Zeit i sind dann nach Aufg. 25 infolge 
des Zerfalls nur noch N = N^e''-' Atome vorhanden. Wie groß ist 
hiemach die mittlere Lebensdauer eines Atoms? 

Die Anzahl der während des Zeitelements dt zerfallenden Atome 
iat gleich dem absoluten Werte von 

dN= - N^le~'-'dt = — XNdt, 

sie ist also /.Ndt; so viele Atome haben daher während der Zeitdauer 
t bestanden. Zur Bestimmung der mittleren Lebensdauer muß man für 
alle Werte t des Intervalls von f = bis ^ = oo die Zahl der Atome, 
die während der Zeit t bestanden haben, mit t multiplizieren und die 
Summe dieser unendlich vielen Produkte durch die Anzahl Nf, der ur- 
sprünglich vorhandenen Atome dividieren. Bezeichnet man die mitt- 
lere Lebensdauer mit &, so wird demnach mit Rücksicht auf (3): 

® = i- ft ■ INdt = -^ AjVoe-'-'fZC, 

und hierfür findet man nach Aufg. 24 den Wert \\ l}) 
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72 § 4. Integration der Esponentialfunktion und des Logarithmus. 

Bei der lladiuiaemanation war X = 2,084 ■ 10~^/sek, daher ergibt 
sich für sie = 10« : 2,084 Sekunden = 5,552 Tage = 133,26 Stunden. 

27. Nach der kiiietischeii Gastheorie sind die Moleküle eines GEases 
absolut elastische, durch Zwischeuräume voneinander getrennte Körper- 
ehen, die sich fortwährend in geradliniger Bewegung nach den verschie- 
denen Uiehtnngen des Raumes befinden, und zwar ändert ein Molekül 
die Größe und Richtung seiner Geschwindigkeit erst dann, wenn es 
gegen eine feste Wand stößt oder andere Moleküle trifft. Befinden sich 
in der Volum einheit «Moleküle eines Gases, so ist die Anzahl derjenigen 
unter diesen Molekülen, deren absolute Geschwindigkeit einen zwischen 
M und u + du gelegenen Betrag hat, nach dem „Verteüungsgeseiis von 
Maxwell"^) durch die Formel 

(1) dn^-^-'l- c~~^'-u'du 

gegeben, in der c eine you der Temperatur des Gases abhängige Kon- 
stante bedeutet. 

Man soU nun aus (1) die mittlere Geschwindigkeit u^ der Gasmole- 
kille bestimmen. 

Der Mittelwert aller Geschwindigkeiten ergibt sich, wenn man jede 
Geschwindigkeit m mit der ihr zugehörigen Anzahl an multipliziert, alle 
diese Produkte addiert, d. h. über ndn von u = bis m = oo integriert, 
und dieses Integi-al durch die Anzahl n der Moleküle dividiert. 

Man erhält 

(2) "™=-.!/ f^'^~"''<^^ 
oder mit Hilfe von Äufg. Sü: 

(■') «--;:■ 

In einer späteren Aufgabe (§ 13, Aufg. 18) wird gezeigt, in welcher 
Weise die Größe c von der gesamten kinetischen Energie T' der n Mo- 
leküle a" " 



1) Phüosophical Magazine (4) Bd. 19 (1860), S. 22—24; Tlie scientiflc papers 
of J. C. Maxwell, Bd. 1, Cambridge 1890, S. B80— 381. Eine andere Ableitung 
gibtMaiwellimPhüos.M^azineti) Bd. S6 (1868},S. 186—188; The scientific Pa- 
pers, Bd. 2, Cambridge 1890, S. 44—46. Vgl. auch R, Clausius, Die mecha- 
niaelie Wärmetheorie, S. Bd.; Die kinetische Theorie der Gase, herausgegeb. von 
M. Planck und C. Pulfrick, 2. Aufl., Braunsctweig 1889-1891, S. 39-40. 
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indemng der Grenzen eines bestimmten Integrals. 7ä 

«s. 

ATilgalen, die Bich anf die allgemeinen Eigensclaften 

der bestimmten Integrale bezielien. 

1. Man soll Keigön, daß das bestimmte Integral 

(1-, Jk^)dx 

durch die SubBtitution x~Xj^ + z{x^ — x^) in ein anderes mit den 
Grenzen und 1 und mit als Integrations veränderlicher überführbar ist. 
Für 3; = X^ wird s = 0, für x=x^ wird s= 1 ; da ferner dx^ (x^—X^dz 
ist, folgt 

ffix) dx = {x^ - x^)ff{x, + b{x^- x,)\d0. 

2. Das Integral (1) soll durch die Substitution x = pe -{- q in ein 
anderes übergeführt werden, das an SteEe von x^ und x^ die Grenzen i}^ 
und s^ hat. In welcher Weise hängen p und q von x^, x^, z^ und Sg ab? 

Aus x^ =i>^i + s, x^ •= f^i + q folgt 

daher wird 

Sollen insbesondere die neuen Grenzen a^ = — 1, ^g ^ + 1 sein, so 

™''^ _ K— ^)g + a^ -t- a^5 

2 

ü. Die Richtigkeit der Gleichung 

\'f{x) dx =ff(a + & — ^)(;3; 

mit Hilfe der Substitution x = a -{-l) — b zq beweisen. 
Hier ist dx = — dz, daher 

/'(« + (.-»)■!;«- -JfW<ii> -fh^)dt. 

Da I f[0)dz ein bestimmtes Integral ist, sein Zahlenwert also von z ■völlig 

unabhängig ist, kann statt s gerade so gut der Bnebstabe x gesetzt- 
werden, womit alsdann die voi^elegte Gleichung bewiesen ist. 



y Google 



74 § &■ Aufgaben über die allgem. Eigens cliaftea der bestimmten Integrale. 

4. Mit Hilfe des Ergebnisses von Aufg. 3 mache mau sich klar, daß 
folgende Formeln gelten: 

(1) ff{x)dx^ff{h^x)äx, 

(2) ff{x)dx ^ff{~ x)dx, 

(3) ff {smx)dx~lf (cos x)äx, 

(4) Jf (tg X) dx -//(cot x)dx, 

(5) I f{s'm x) cos X dx = 0, 

(6) fx-'il^xydx =/"^"(l -x)'^dx. 
5. Man beweise die Richtigkeit der Gleichung 

jf(ßmx)dx = 2jf(3iux)dx. 
Mit Rücksicht auf die Gleichung 

//■(sin x) dx = //"(sin x) dx + //"(sin x) dx 
genügt es za zeigen, daß 

Jf{smx)äx gleich jf^Hmxjdx 
ist. Dies ergibt sich mit Hilfe der Substitution x^^ — s, denn sie fährt 
ff(^mx)dx in ff{ämz)d. 
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Bestimmte Integrale bei geraden nod ungeraden Funktionen, 75 

über, oder wenn man den Buchsiaben z durch x ersetzt, in 

6. Die Funktion f{x) ist bekanntlich eine gerade Funktion, wenn 
sie der Gleichung fix") = f(— x) genfigt, während für eine v/ngerade 

FunkMon die Gleichung f(x) = f{— x) besteht (ygl auch Teil I, S. 6). 

Man soll nun beweisen; 

Für eine gerade Funktion fix") ist 

jf{x)äx = 2ff{x)äx, 

für eine ungerade Funktion fix) ist 

ffix]dx = 0. 

Dies folgt mit Hilfe von 

ffix) dx =j'fix) dx +ffix) dx. 

Ersetzt man im zweiten Integral der rechten Seite dieser Gleichung x 
dnrch — x, so wird 

fflx)dx-~-ff(^ x)dx -j'r(- x) dx - ±ff{x) dx, 

ategral das obere oder untere Vorzeic 
ade oder ungerade Funktion ist. 
Igt leicht die Formel 

ffi_x)dx =f{fix) + f{- x)\dx. 



I beim letzten Integral das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nach- 
m f{x) eine gerade oder ungerade Funktion ist. 
1. Ebenso folgt leicht die Formel 



Die trigonometrisclieE und zyklometrisehen FnnWionen. 

Durch üiakeliruiig der entsprechenden Differentiationsregehi erhält 



man: 



j cosxdx = ainfl? + C, j^nxdx ^ — cosa; + C, 
I öfli - 'S * + ''. ASi cot I + C, 
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76 § 6, Die trigoiiometrisoben und Kjklometrifiolien Funktionen, 

/dm -in I /f 
— ■ = arc sin a: -[- G' = — are cos j; + C , 

^ = arc cos a; -f C = — arc sin x -\- C, 

J "ii^^^"^"*^*"^ C = -arccotx+ 6". 
Dabei muß in den Formeln für / .. i^- die Veränderliclie x 
dem Intervall von — 1 bis + 1 angehören. 
Es ist ferner zu beachten, daß bei 

= arc sin a: + C = — arc cos x 4- €' 

die Fnnktion arcsina: = y einen Bogen darstellt, dessen Kosinus po- 
sitiv ist, denn -ß- = ^ -: = - =— -- = — — muß positiv sein, da 

' dx yi_ a," yi _ sin* y Qosy ^ 

die Quadratwurzel des Integranden das Pluszeichen hat. Man könnte 
auch sagen, daß die Funktion arceosiC einen Bogen darstellt, dessen 
Sinus positiv ist. 

Enisp rechendes gilt bei / - - .._-_■ Vgl. hierzu auch Teil I, 
S. 9—10. 

Beispiele, 

1. Welche Funktion F(x) hat die Ableitung cos x und für x = lit 
den Wert 3? 



F'(x) —jcoaxdx ^ sin je -j- C, 



) C — 2| gefunden wird. 

2. Wie groß ist der Flächeninhalt F der Kurve y = sin« für das 



3. Die in Aufg. 2 erwähnte Fläche wird durch die Gerade ^ = | in 
einen oberen Teil F^ and einen unteren Teil F^ zerlegt (Fig. 34) ; wie 
1 sind Fy und F^? 
Die Gerade trifft die Kurve y^nmx in Punk- 
. ten mit den Abszissen a: ■= -g re und x^\n. "Ver- 
legt man nun die a;-Achse in die schneidende Ge- 
^''^- ■'*■ rade und bezeichnet man die neuen Ordinaten mit 

Y, so lautet die Gleichung der auf das neue Koordinatensystem be- 
zogenen Kurve: 
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Integration tvigonometrischer Puuktionuu 77 

daher wird 

F^ ^j\smx~ ^)äx = ~- [cos 3; + |-x]^ =")/3 — -J ;t = 0,G85. 

Mit Rüekaiclit auf das Ergebnis von Aufg. 2 wird 
^, = 2-0,685 = 1,315. 

4. I (asinx -]- h cos x)dx = — a cos x -i- 'h sin s:;. 

5. Man beatinime den Flächeninhalt der Kurve y = h sin — für das 
Intervall voa a^ = bis x = aa. 

F=h rsin-^<;a: = ~«6[cos-J] =2al. 

6. / sin 23^ rfa; = — y cos 2x. 

Würde man i?,m2xdx = 2JsmxcOBXÜX vermöge der Substitu- 
tion sin a; = 3 auf 2 isdz zurückführen, 80 würde man den Wert sin^a; 
erhalten, Warum sind beide Ergebnisse richtig? 

7. 1 (iiifinxäx = — sinwx. 

8. / i- "j- + j^j-l (ia: = o tg ai — 6 cot x. 

9. Welche Gestalt nimmt diese Formel im Falle b = — a an? 

10. Welche Gestalt nimmt die Formel 8 im FaUe ö = fi an? 

/ ^-,-----5- = «rtga; — cota;") = — 2acot2[K. 

11. / ■ ,; - ^ . -TT, M3! + ?- = ä, dx=^—äz, 

•J= — tg{ax + 6). 

,„ /* (ia; / a ■ a; 

12. J ;.:■-- -■:-.-. -= / ■ ,^^^ . = arc sin -■ - 
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78 § E- Die trigünometmchen und Kyklo metrischen Funktionen. 

13^ / ■ , WO ß > sei. 

Hier wird der Integrand für die oliere Grenze des Integrfils uiieod- 
lieh groß*, nach Regel 2, S. 61 ist daher 

r/= lim /— =limarcsiri — nrc sin = _^ ;r. 

Unter der Annahme, daß arc sin — dem Tntervall toii ^n bis -j- — ;r 

irt, ist hierbei lim are sin — - ^ - -^ und arc sin -- 0. 
Für ein negatives a, etwa « = —-«,, wo nun fli > ist, wird 

= — arc sin — lim arc sin ' - j = ^ a. 

14, Man zeige, daß die Forme! 



auch in der Gestalt 






geschrieben werden kann, wenn man c durch die Substitution C = arc tg c 
einführt. 

Setzt man arctga; = «, aretgc = /3, so ist a; = tgcs, c = tg/Ji; 
ferner wird 

somit 

K -\- ß = arctgx + aretgc = arctg --_ -- ■ 

Dies ist das Additionstheorem für die Funktion aretga;. 



15. J Y^-^^ - Kc tg ^J^ --= ] 



Unter der Annahme, daß arc tg x dem Intervall von — ~ re bis + ^ ir an- 
gehört, ist hier arctg 1/3 = |-n; nnd arctgO = 0. 
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iBtegrale, die" auf ?.yklometrische Funktionen führen. 79 

16. / - -r — ■ - "= TT are tg 2a:. 

J 1 + 43:= a «> 

■^V 1 , h^ 

^¥.^' 

J = lim J ■ -,-q^^. = lim [~ are tg -^J == ^ . 
Hier wäre ähnliches zu hemerteu wie boi Aufg, 15. 
19. f-rf-,- 

Hier ist J = —^ und es gilt entaprechendes wie bei Aiifg. 15. 

22. f—^^— , e' = s, rfa; - _^ rö«. 

" ^ /!_]_,■= arctgß^. 

23. jxiiosxdx. 

J = xsimx ~j smxdx = xainx -\- aosx. 

24, j Hin^xyeosxdx, eosa; = 2, 

[7= /(s^— l)5^(?s = |ß^ — 3^^ = 2coe3:ycosai(^ cos^a; — |) . 
2o. I 5-;=- äx, sm X = z, 

J- j(f'-i')(ls-3s'--U'-a\'amx(l-~\sm'x). 
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80 § ß- -IJie U'igouomotrischeii und Kjklome tri a eben Punktionen. 

26. Warum ist jcosxdx, wo a eine beliebige endliche Zahl sei, 

unbestimmt? 

Die Funktion sin x hat für a; = oo keinen bestimmten Gfrenzwert. 
Unter Anwendung der in Äufg. 8, S. 50 abgeleiteten Formel für 

/ -j~dx erledige man Anfg. 27 bis 30: 

27. jcotxdx. 

J= \ sin-'^^ = In sin a; + In r; = bi(csißa:). 

28. fi^xdx. 

J = — j dx = ~\n.iiosx-\-\ii.c^\a. 

29. f Mb ■■ ''* = -1- In (a + 6 sin x) . 

30. / ---'3 =- a^tga: — / igxäx = xtga; -j- In cos a;. 

Bei Anfg. 31 bis S3 wende man die in Aufg. 8, S. 50 abgeleitete 
Formel für if{x)f'(x)dx au. 

31. T-p^^^ dx = ~ (arc sin x)\ 
32_ J^J^ax = \{^r<^i^xr-. 

33. / -r-j- (7a; = — Y (cot x^. 

34. ffsJ^/^- 

J" = [sin3!tg3;- rtgrcOB3;rix']' 

= [sina!tga: + cosa^l =[--^-^-1 = + y'2— 1. 
36. jaichgxdx. 

J ^ xaxGtgx— I fz£r~^ = a^arctga: — -j^^ln(l + x^). 



y Google 



Simpaonsche Regel. 81 

36. I aiesinxdx, aresinÄ' = s, x ^- s\m 

J = j cos ds = äisiiis + QOäs {nach Aufg. ä3), 

oder also 

.7= X arc sin rc + "j/i — xl 

37. Man soll das Integral 

nach der Simpsonsclim Begel (vgl. S. 10) berechnen, indem man die in 
dieser Regel auftretende Anzahl 2w gleich 10 setzt. 
Hier ist 

•^ = J- bo + «/lo + 4 ()/i + ?/a + Z/s + !/7 + ;'9) + 2 (^3 + y, + y^ + y«) } . 
Ea sei nun y^ die zur Abszisse a; = jg k (x — 0, 1, 2, . . . 10) gehörige 
Ordinate der Kurve y = ---p — ^; man hat alsdann fönende Werte: 

)/o =1 y, = 0,99009!) y.^ = 0,961538 

y^^= 0,5 2/3 = 0,917431 y., = 0,862069 

?h = 0,8 I/o = 0,735294 

y, = 0,671141 y^ = 0,609756 

)/, = 0,552486 

Summe = 3,931157 Summe = 3,168657. 

Daher erhält man 



somit % = 3,141592, während der wahre Wert auf sechs Stellen abge- 
rundet gleich 3,141593 ist. 

Wie man sieht, ist das Ergebnis sehr genan. Immerhin muß man 
bei Anwendung dieser und ähnlicher Hegeln vorsichtig sein, denn ea 
gibt Fälle, in denen der Fehler ziemlieh groß ist. Ein solcher Fall 
würde z. B. vorliegen, wenn man die Fläche der oberhalb der ar-Achse 
gelegenen Hälfte des Kreises x^-{-y'^ = \ nach der Simpsonschen Regel 
oder nach der Trapezregel bestimmen wollte ^). 
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82 § 6. Die trigoüomiitrischen und zyklometn sehen Funktionen, 

38, Man berechne den Wert des Integrals in Äufg. 37 nach der 
Trapezregd 

(tgl. S. 11), und zwar sei « = 10. 
Man findet 



somit % = 3,139924, mit dem wirklichen Wert vergliclieii um 0,001669 
zu klein. 

39. An dem freien Ende JB„ eines vertikal hängenden elastischen 
Fadens AB^ oder eines elastischen Stabes von der Länge l wird ein 
Gewicht P = mg angehängt. Hierdurch erleidet der Faden eine Ver- 
längerung, bis die Gleichgewichtslage Ali eintritt. Wird nnn das Ge- 
wicht nach unten gezerrt und dann losgelassen, so erfolgt zunächst noch- 
mals eine Verlängerung des Fadens, etwa bia B' (Fig. 35). Alsdann wird 
das Gewicht durch die Elastizität des Fadens wieder in die Höhe ge- 
hoben, und zwar über die Gleichgewichtslage AS hinaus, der Faden 
erfährt also eine Verkürzung der Länge, die er in der Gleichgewichts- 
lage hatte; dann folgt wieder eine Verlängerung usf., es entstehen also 
LongitadinalschwinguQgen des Fadens. Hierbei ist nach dem Näherangs- 
gesetz von R. Hooke (vgl. S. 27) die Kraft, mit der vermöge der Elasti- 
zität das Gewicht wieder gehoben wird, der Verlängernng des Fadens 
proportional. Die Gleichgewichtslage ist vorhanden, wenn die Verlänge- 
rung £^l so groß ist, daß sie dem Gewicht P = mg das Gleichgewicht 
halt, also mg = kbd ist, wo fc eine positive Proportionalitätskonataute 
bedeutet. Ist nun x das Stückchen, um das in irgend einem Zeitmoment 
( die Länge des Fadens von der Länge l ■\- A! abweicht, die der Faden 
zur Zeit der Gleichgewichtslage hatte, so gilt, weun x nach unten po- 
sitiv gerechnet wird, nach dem Grundgesetz der Dynamik bei Vernach- 
lässigung des Luftwiderstandes die Gleichung 

(1) m -J^- = mg - /^(AH -x) ^ ~ kx . 

Bei Einführung der Geschwindigkeit p = -jr kann m ,,, durch 
° ° dt dt^ 

m . oder durch 711^ — rr = mv-r- ersetzt werden; daher folgt 
dt dx dt dx } a 

,„, dl) , , dv n 

(2) mv ^ -= — Aa; oder v = — xrx, 

wenn k-.m-=%^ gesetzt wird. 

Man soR nun durch Integration die Beziehungen zwischen v und j;, 
zwischen x und i, sowie zwischen v und t ableiten; a; = ß sei die Ampli- 
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tude der Schwingung, also der größte Betrag, iim den das Gewicht 
über die Gleichgewichtslage hinaus nach unten gezerrt wurde. 

Zumchst wird nach (2) w^ = — i^x^ + c; da die Werte u = und 
x = a zusammengehören, wird c — x^w^, also 
(3) v'-^'{a'-x'). 

Mit Rücksicht auf v --^ -,- erhält man 
dt 

- ■— ■ - =^ y.nt 
oder (nach Aufg. 12) ± arc sin — — ^ti + Cj, somit 

a; == ± a sin(;((+cj = ± «(suiKicosC; + cos«; sin c^). 

Zur Bestimmung von Cj werde angenommen, daß i = und 
a: = + d zusammengehören; alsdann erhält man + sin Cj = 1, d. h. 
sin t^ = + 1, cos q = und 

(4) X ^ a cos xt. 

Die Beaiehung zwischen ?; und t ergibt sich aus (4) durch Uilfe- 
rentiation: 

(5) 'V ^ -.. = — ay. sin y.t. 

Die Zeitdauer T der Periode, in der ein vollständiger Schwingungs- 
Torgang verläuft, gebt aus 

sin -At = sin (-^i -I- 2it) = sin k {t + T) 
bervor, sie wird also 

(6) T-'-^ 

und ist unabhängig von der Amplitude a. 

Die Gleichung (4) zeigt, daß der untere Endpunkt des Fadens die- 
selben Schwingungen ausführt wie die Projektion eines Punktes, der 
eine] Kreisperipberie mit gleichförmiger Geschwindigkeit durch- a 
läuft, auf einen Durchmesser des Kreises (vgl. Teil I, S. 17). Zur 
Zeit ( = befindet sich der Bndpunkt an der Stelle li'ix'^a), 
zur Zeiti=^-^-TinB(a; = 0), zur Zeit t = \T m 'ß"{x = — a) 
(Fig. 35). Dann findet eine Umkehrung des Sinnes der Bewegung 
statt; zur Zeit f -- -|- T ist der Endpunkt wieder in JB, zur Zeit T 
in S'. Der absolute Wert der Geschwindigkeit ist am größten in 
B, er ist NuU in B' und B". 

Bei der vorstehenden Rechnung wurde übrigens der Wider- ^^' "'' 
stand der Luft und die Tatsache, daß der Faden uicbtvoUkoTnmenelaatiacb 
ist, vernachlässigt. In Wirklichkeit sind diese Einflüsse vorbanden, und 
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sie haben zur Folge, daß die Amplituden der Schwingungen immer 
kleiner werden nnd daß schließlich die Ruhelage eintritt. 

40. Wir woUen nun annehmen, der untere Endpunkt des Fadens 
in Äufg. 39 erhalte, wenn er über die Gleichgewichtslage B hinaus nach 
B' gezerrt worden iat, noch einen nach unten gerichteten Stoß, der ihm 
die Geschwindigkeit v^ erteilt. Wie verläuft jetzt die Bewegung? 

Nun gehören die Werte t '^ 0, x = a, v = v^ zusammen; au Stelle 
von (3) tritt daher 

(7) .'-<_«>(«'-»=■)■ 
Ferner wird 

oder 

z( + e, = + arc sin --- — - - 

So folgt 

(8) V.X — ±l/»i^-r ''<?a^ sin(3ti + Ci) 



Zur Bestimmung von c^ beachte man, daß die Werte i5 = und 
mgehören; man findet alsdann 



mit Rücksicht auf (8) wird also 

%x = + v-y sin Kt + Jcw cos y.t. 
Das Vorzeichen des Gliedes B^sinxi ergibt sieb, wenn man be- 
achtet, daß -j-,- gleich % sein muß, wenn i = igt; dies tritt ein, wenn 
das Pluszeichen steht. Es gelten also die Gleichungen 

(9) «X = Uj sin v.t + V.0, cos v,i, ''^ ^ ~J7 ™ '"i ''°'* "''■^ ~ ^^ ^^^ ^^■ 

Die Geschwindigkeit wird Null im Augenblick der größten Zu- 
sammenziehung und bei der größten Äuedehnung; alsdann ist 



. den Wurzeln entweder jedesn\al das obere oder jedesmal das 
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untere Vorzeiclien zu stehen hat. Die zngehörige Amplitude der 
Schwingung "wird nach der ersten Gleiehnng (9) 



(10) 



5^1 = ± 7 V^i^ + 5(^t^ = ± ]/a^ + ^ ■ 



Man sieht, wie die Ausdehnung des Fadens oder Stabes größer 
ist. Nach einem neuen Stoß auf das untere Ende des Fadens 
oder Stabes in seiner tiefsten Lage, der diesem Ende wieder die Ge- 
schwindigkeit «j erteilt, würde an SteRe von x^ der Ausdmck 



(11) 



.^±yv^ 



treten; offenbar wird x^^ = a* + — J usf. 

Der hier betrachtete Bewegungevorgang ist ein Beispiel für eine 
erzwungene Schwingung, während in der vorhergehenden Aufgabe die 
' ' oder natürliche 




SchTfingung des Fadena oder Stabes 
und des angehängten Gewichts be- 
trachtet wurde. Wie Gleichung (11) ■ 
zeigt, können rhythmische Stöße, 
deren Periode mit der Periode der 
Eigenschwingungen zusammenfällt, 
eine so große Amplitude und daher 

eine solche Spannung in dem Stabe veranlassen, daß dieser zerreißt. 
Hierauf beruht es, daß Hängehrüclcen unter dem regelmäßigen Tritt 
darüber marschierender Soldaten eingestürzt sind.^) 

41. faos^ X dx =^J\{1 + tiGfi2x)dx '^ \x -^ \-9:m 2x . 

42. J sin^ 3! äx —f-\ (1 — cos '■ix)dx — -}x-Xüü2x . 

Auf dieses Integral trifft mau z. B. bei der Aufgabe: 

43. Den Druck zu bestimmen, der durch den Wind auf einen senli- 
recht stehenden Turm von kreisförmiger Basis ausgeübt wird. Hierbei 
sei h die Höhe des Turmes in Metern, a der Radius der Basis und j> 
der in Kilogi-ammen gemessene Winddruck auf je 1 qm einer recht- 
winklig getroffenen ebenen Fläche. 

Durch den Kreis k (Fig. 36) sei die Basis des Turmes angedeutet; 



1) Vgl. hierzn auch Kopeke, Deutscte Bauzeitung, 19. Jahrgang (1885), 
8.163—167; ao. Jahrgang (1686), S. 549; Dealandres, AnnalsH des ponts et 
chauseeeB, Bd. 4 der 7. Serie (Jahrgang 1892, a. Semefiter), S. 785— 782; V. Steiner, 
Zeitschrift des österreichischen lagenienr- und Arehitekten- Vereins, 44, Jahrgang 
(1892), 8,11.^ — 117; S, fi7a— 074; Y. Kngesaer, ebenda S. 38G-38S; S. 071— 672, 
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der Wind streiche in der Kiim Durchmesser Äß parallelen Richtung. 
Der senkrechte Streifen der Tnrmwandung, der sich über dem zu Ä ge- 
hörigen Bogenelemfsnt da des Kreises ft erhebt, wird vom Wind unter 
rechtem Winkel getroffen; auf ihn wirkt daher der „Normaldruck" 
äv =phd6. Der Streifen der Turmwandung, der sich über dem seit- 
lich liegenden Bogenelenient ds senkrecht erhebt, wird nicht YOn dem 
voUen Druck ßÄrfs getroffen, vielmehr wirkt rechtwinklig auf ihn der 
Kormaldruck dn =p'hds ■ sin rp, denn so groß ist die rechtwinklig zu 
der Fläche h ds wirkende Komponente des in der Richtnng AB wirken- 
den Winddruckes. Hierbei bedeutet qo den spitzen Winkel, den die Tan- 
gente des Bogenelements ds mit der Windrichtung bildet. 

Der Normaldruck dn läßt sich nun in zwei Komponenten zerlegen, 
von denen die eine rechtwinklig zur Richtung des Windes, die andere 
in der Windrichtung wirkt. Die erstgenannte wird durch eine 
gleich große, aber entgegengesetzt wirkende Komponente aufge- 
hoben, wie man bei Beriicksichtignag des zu ds in bezug auf 
Z'"' den Durchmesser AB symmetrisch gelegenen Elements ds^ er- 
'^' ' kennt. Die in der Windrichtung wirkende Komponente dtv von 
dn wird hingegen (Fig. 37) 

dw = dn sin (p — phds ■ sin^ <p ^ pha sin^qj (?cp; 



der in dieser Richtung auf den ganzen Turm auHgeübtu Druck wird daher 

, f ■ « j palia 

w = pah t sm" (p dip = ■ ., ■ ■ 

Man setzt häufig p = - - kg/qm, wo v die G-eschwindigkeit des 

Windes in m/sek, g = 9,81 m/sek^ die Beschleunigui^ der Schwere, y 

das Gewicht von 1 cbm Luft in kg bezeichnet. Bei einer Temperatur von 

lö*" C und einem Barometerstand von 760 mm ist y '. g ~ 0,1249, also 

abgerundet « ^-.^r i ^ 

s p = 1)2.0,125 = l-v\ 

Wird als größte Geschwindigkeit des Windes v = 'dO m/sek ange- 
nommen^), so erhält man p = 112,5; für nicht freistehende Gebäude 
nimmt man gewöhnlich p = 125 kg/qm an. Alsdann würde 

«7 = —., = 19fD i/ oler ibgeiundet if = iOO o/* kgqm 



1) Beim Bau d^b aü dem inpiel dar Zugspitze in etwa 24b> m Holu, bi.- 
hndlichen meteorologioohen ObserratonuniB, eines Turmes mit quadratiai-ber 
BasiB wurde die bisher bekannte größte Uikangesch^ indigkeit i =^b(l m/'jek die 
vor etwi awinzig Jahren anf dem Gipfel des bonnbliok in den Hohen Tauern ge- 
messen wurde zugrind gelegt und p^ ÖOUkgqm angenommen Vg! W Burk 
hard Das ( ibserTitonnm aif dai Zugspitzp Zeitschrift de^ Deute ob, i md 
Österreichischen Alpen\ereius Bd -il (Tahrgaug 1900) S 2 
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Es muß übrigens bemerkt werden, daß die TOrsteb enden Betrach- 
tungen wie aneb die auf Newton zurückgebende Annahme, daß die 
Größe _p dem Quadrat der Geschwin- a r ß 

digkeit proportional sei, keine mUe ////k 
Gültigkeit haben, sondern nur a 

nähert richtig sind.^} ///////m /f ////////// 

44, Die Stützmauer eines Wasser- wÄwÄ^^^^^^^^^^^^^ 
reservoira hat im Querschnitt auf der '''i'iliii/ii///i/i'''/'i//''ii/'/////////m 
Wasseraeite den Bogen A'E 

Kreises vom Radius a zur Begrenzung, der Mittelpunkt dieses 1 
liege im Wasserspiegel A3, der zum Bogen A'E gehörige Zentriwinkel 
sei £ (Fig. 38). Man soll den im Querprofil auf den Kreisbogen aus- 
geübten gesamten horizontalen und vertikalen Druck des Wassers be- 
stimmen.^) 

Der auf ein Bogenelement P^ ™ äs des Kreises ausgeübte Druck 
ist nach einem elementai-en Satze der Hydrostatik (vgl. S. 18) gleich 
dem Produkt aus dem Gewicht y der Volumeinbeit dea Wassers, der 
Länge äs des Bogenelements und der Tiefe ^1* , in der sich der 
Punkt P unter dem Wasserspiegel befindet. Im vorliegenden Fall sei 
y-\. 

Bildet der ßadius OV mit der Horizontalen OA den Winkel ^), so 
ist nun PP = d sin 9, PQ^ äs ^ adtp. Der auf PQ ausgeübte 
Druck ist daher gleich a^ ain (p dtp und hat die horizontale Komponente 
(?X = a^sin fp cos qu (7cp, die vertikale Komponente dY '^ a^mn^<pdcp. 
Die horizontale Komponente X des gesamten auf den Bogen AI? 
ausgeübten Druckes wird daher 



: = (iM sin (p cos ffdtp = -- [sin^ 9^1 J^ ^ 



ferner erhält man 

Y ^ a^ j sin^ (p dcp = a^ \ -— 'p — t ^^'^ '^ 'p \ = "t (^* ~ sin 2£}. 
Der gesamte Druck wird B — Yx^ + Y^. 

1) Näheres Merüber findet man k. B, in deca Artikel von S. Finster- 
walder über Aerodynamik in der Enzyklopädie der mathematischeii Wiasen- 
Bchafteii, ßd. i, S. Teilband, Leipzig 1901—1908, S. lÖOff., ferner in dem Werke 
von F. W, Lanchester, Aerodynamik, ein Gesamtwerk Ober das Fliegen, aus 
dem EngliBchen übersetzt von C. und A. Runge, Bd. 1, Leipzig 1909, Bd. 2, 
Leipzig 1911, sowie bei G. Hamel, Elementare Mechanik, Leipzig und Berlin 
1913, S. 109ff, 

2) Vgl. L. Herzka, Zeitschrift des Österreichischen Ingenieur- und Arobi- 
tektea-Vereiuea, 47. Jahrgang (1396), S. 292f. 
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45. Nach dem Gesetze von Joule ist die durch einen elektrischen 
Strom von der Stärke i Ampfere in einem Leiter vom Wideretand r Ohm 
(vgl. Teil I, Fußnote zu S. 113) ■während einer Zeit von t Sekunden ent- 
wickelte Wärmemenge Q in Grammkalorien gegeben durch den Aus- 
druck 

Q "= 0,2388 riH. 

Der elektrische Strom sei nun periodisch veränderlich entsprechend 
der Formel 



wo Iq das Maximum der Stromstärke, T die Zeitdauer der Periode 
in Sekunden bedeutet. Wie grofl ist alsdann die Wärmemenge Q^, 
die während einer halben, zur Zeit ( = beginnenden Periode erzeugt 
wird? 

Während eines Zeitelemonts <lt wird die Wärmemenge 0,2öSSr/y(lt 
erzeugt, daher ergibt sich 



Q, = 0,2388 



■2f ■ 



46. Integrale von Differentialen, die eine Irrationalität wie l/a^— x^ 
enthalten, lassen sich mtvdlen leicht mit Hilfe eine^- Substitution wie 
sc = acoe s oder x = asme ierecknen; man wende dies an auf 

J-.-- -, x^^aco&e, dx — ~aBiiisds 
J = — ffl I cos s (?« " — a sin 5 -- — « "[/ 1 — ^ -^ — Ya^ — ä^ . 

47. Auf dieses Integral kommt man z. E. bei der Aufgabe; die Be- 
; eines materiellen Punktes P zu bestimmen, der eich zur Zeit 

= noch in iiuhe befindet und nun von einem festen Punkte M mit 
einer Kraft angezogen wird, die umgekehrt proportional der dritten 
Potenz des Abetandes MF = x ist; außerdem sei diese Kraft der 
Masse m des Punktes proportional. Man löse diese Aufgabe. 
Nach einem Grundgesetz der Dynamik (vgl. S. 13) ist 



wo t die Zeit, ä;' einen ProportionaÜtätefaktor bedeutet und rechts das 
Minuszeichen steht, weil die Anziehung den Abstand MF = a: zu ver- 
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kleinem sucht. Bezeichnet man die Geschwindigkeit -, ' mit v, so ist 
, daher 



dv dx 
' dx dt ' 



-1. ß"^^-'^/^ 



■ Zeit ^=0 der Abstand J[/P = t», so wird, da zu dieser 



und 

axdx _ _ 1 T, T, 

dabei steht links das Minuszeichen, weil mit wachsender Zeit (d(> 0) 
X abnimmt (dx < 0). Die Integration ergibt nach Aufg. 46 

-j- a]/«^— «^ = M + Cj, 

und hier ist c^ = 0, da die Werte i = und x = a /uMammeu gehören 
sollten. Es findet sonach die Beziehung statt 

a^(a^ — x^)^kH- oder x = + ~Ya^- FtK 

Man bemerkt, daß der Punkt nach Verlauf der Zeit t = a,^:h mit 
unendlich großer Geschwindigkeit in das feste Zentrum M stürzt. 

Anders gestaltet sich die Lösung, wenn die Geschwindigkeit des 
Punktes P zur Zeit ^ =- von Null verschieden ist. 

48. Integrale von Differ&ntialm, die "[/«^ + x^ enthalten, sind mOunter 
dwck die Substitution x = a ®\ns leicht sii ei-1edigm; so a. B. 



. X = ©in s, d 
ntalgleichung ' 



Durch die Substitution x = ©in s, dx = Soj ^ä^ erhalt man mit 
Rücksicht auf die Fundamentalgleichung SoJ^s — ©in* 2 = 1 : 



Nun ist 
daher ©ins + Soja = e= = a; +yx^+l und s = lu(3:-|-'|/ai*-(-l). 
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So folgt 



,/V,/:^,--(^+i^>+-*)- 



/ 



und hierfür kann auch la (x + Yx^ + ™^) geschi-ieben werden, wenn man 
— Inm in die Integrationekonetante eingeben läßt, die eigentlich noch 
beizufügen ist. 

J =mj @hi säe = m ©D^ s = -\- ^x^ -\^m^ . 

öl. Man soll die Gleichgewiclitslage eines dünnen, volllcommen iieg- 
samen und unoMsdehnbaren, Seiles (Fadens) besUinmen, wenn dieses cm 
seiwe« beiden Enden A, B aufgehängt und der WirJiung der S<Awere über- 
lassen wird. Das Seil sei homogen und habe konstanten Querschnitt; 
das Gewicht eines Seilstilekes von der Länge 1 cm aei q gr. Ferner 
werde angenommen, daß die Enden A und B in der vertikalen 3;j/-Ebene 
eines rechtwinkligen räumlichen Koordinatensystems liegen, bei dem 
sich die positive Richtung der i/-Achse vertikal nach oben erstrecke. 

In gleicher Weise wie bei Anfg. 38, S. 21 findet man, daß die ge- 
suchte Kurve der Mittellinie des Seiles in der 3;j/-Ebene liegt. An Stelle 
der Gleichungen (3), S. 21 treten nun die folgenden: 

(1) S cos o; - c,, d{S smu)-qds-^0, 

von denen die erst« aussagt, daß die wagrechte Komponente der Span- 
nung in jedem Pimkt der Kurve gleich groß ist. Ferner ist 

dy _ dy 



Mit Hilfe des Ausdrucks für das Bogenelement ds = Ydx^ -\- dy^ (vgl. 
Teil I, S. 154) geht also die aweite Gleichung (1), wenn noch .- =p 
gesetzt wird, über in 



> ^_ 



g"l/l+i)ä = oder 



woraus durch Integration nach Anfg, 48 
(2) In(p4l/l + p')-Aä 



y Google 



Ketteulinie. 91 

hervorgeht. Die Integrationskonstante C möge durch die Forderung be- 
stimmt werden, daß die Kurve in ihrem Schnittpunkt mit der j/-Äehse 
wagreoht verlaufe ; dann gehören die Werte a; = und ^ = zusammen, 
und man findet C == 0. Setzt man noch c^: q = m, so wird 

(3) ^)+-l/i""+"/ = e-, 

p - yr+ p' ^ - - "= '--- ^-e' ''" , 
daher 

(4) ,=g.j.(.;_riJ)^si„(3, 

(6) ä,_».6o!g)+«,-f(ei+r-)+c,. 

Sollen hier a: = und y = m zusammengehören, so folgt c^ -- 0, 
und man erhält 

(6) ,_|(ei + r-)_.«Solg), 

also die Gleichung einer Keüenlinie (vgl. Fig. 33, S. 67 und Teil 1, 
S. 48). 

Die früher eingeführte Integrationskonstante Cj stellt offenbar die 
Spannung H im Scheitel der Kettenlinie dar, denn für « = ergibt die 
erste Gleichung (1) S ■^ Ci, allgemein ist also S coa a = H = c^ und 

(7) S^H:cosa, 

Sie llpinst '^pminwng ibt aalet im Sohatel dei Kuhp 

Die Km Staate m ist mechduia h gedeutet dia Veihäitnis dieser 
kleinsten 'Spannung zum Gewi ht g' der Laugeneinheit des Seiles, 
m = R q daher wird die S^ inmina S an eitm hebehtgen Stelle gleich 
qm cos« = gjw"|/l + tg^a = 5»j] l + p' wofui wegen (4) und mit 
Rücksicht auf die fuQJtamentale Beziehui g 

auch qm 6d( 1—1 gesetzt werden kann, es ist somit 

(8) S-,„, 

d. h..: Ja irgend einem FunU F der Kettenlmie (6) ist die Spannung S 
so groß wie das Gewicht eines Faäenstüclss , äas dieselbe Länge hat wie 
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die Ordinate des FunMes P. Die vertikale Komponente F der Spannung 

ist natürlich 

(9) Y ^ ^tg ß - 5 ■ ©in (J) = + ä yf^mK 

52. Man soll die Gleichung der Seilkurve ableiten, falls unter übrigens 
gleichen Voraussetzungen wie bei der vorhergehenden Aufgabe der Quer- 
schnitt k des Seiles an irgend einer Stelle P der daselbst vorlmnäenen Span- 
nung S propmiional sein soU, so daß Ic = cS ist, wo c die Proportionali- 
tätskonatante bedeutet. 

Das Gewicht eines Seilelementes ds ist dessen Volumen kds^cSds 
proportional, also auch proportional zu Säs, wir könaeu dieses Gewicht 
gleich — setzen. An die Stelle der Gleichungen (1) in Aul'g. 51 treten 
alsdann die folgenden; 
(1) 5'cosa = Cj, d{Ssma} ^ -■■ Sds. 

Auch hier ist wieder c^ gleich der Spannung H der Kurve in dem- 
jenigen Punkte, dessen Tangente wagrecht liegt. TrUgt man S = H: cos k 
in die zweite Gleichung (1) ein, so geht diese in 

über, und mit Kücksicht darauf, daß tg k = ^ P und rfs =^ "|/l -{-f>"dx 
ist, erhält man ans (2): 

H dp = -'1(1 -^p^)äx 
und 
(3) -^.-/■j.-.rctCT+C. 



Nimmt man die y-Achse in solcher Lage an, daß sie durch einen 
Kurvenpunkt mit wagrechter Tangente geht, so gehören die Werte a: = 
und p = zusammen; alsdann ist C = 0, und (3) kann durch 

ersetzt werden. Hieraus folgt 

(5) y = ftg (■^J dx = ~a\ncoa^ + C,, (vgl. Aufg. 28, S. 80), 

und wenn man die x- Achse in die eben erwähnte wagrechte Tangente 
verlegt, ist Cj = zu setzen. Die Gleichung der Kurve wird alsdann 

(6) ^ = — alncos— oder e" — ■ 
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Man beza lehnet diese Kurve a\s äieKeUmUnie gleichen Widerstandes''), 
da eine solche Kette in allen Punkten gleiehe Zugfestigkeit hat. 

Die Kurve (6) ist zur j/-Achse symmetrisch und besteht aus un- 
endlich vielen unter sich kongruenten Zweigen, da die Funktion cos — 
die Periode 2aw hat. Alle diese Zweige verlaufen oberhalb der a> Achse, 
und jeder berührt diese Achse an eiaer Stelle; die Berührui^spunkte 
haben der Reihe nach die Abszissen 0, ±: 2an, + iaot, . . . Der 
Kurvenzweig, der die a;-Achse im Koordinateuanfeng berührt und prak- 
tisch allein bei der Lösung unserer Aufgabe in Betracht kommt, bat die 
Geraden x^- jax und a; = — -| a;r zu Asymptoten und liegt innerhalb 
des durch diese Geraden begrenzten Streifens von der Breite ajt. Durch- 
läuft X in diesem Streifen das Intervall von bis -|ff3i, bo durchlüuft 
cos — - das Intervall von 1 bis 0, und y = — aln eos — geht von bis 
-J- oo . Die übrigen Kui'venzweige erhält man, indem man den eben er- 
wähnten Zweig parallel zur a^-Aehse nach links oder rechts wiederholt 
um die Strecke 2am verschiebt. 

53. t - — / - - ^ ~ cot — ai. 

_., r dx f äx .1 

55. Welche Formeln erhält man ans (53) und (54), v^ean X — iit — Z 
gesetzt wird? 

56. Welche Formeln erhält man aus (53) und (54), wenn x = -J-ir + s 
wird? 



Warum stehen diese Formeln nicht in Widersjjruch zu den t'ormeln 
in Aufg. 55? 



1) Näheres über diese Kurve findet man bei G.Loria, Spezielle algebraische 
und transieudente ebene Kurven, deutsche Ausgabe von F. Schütte, 2. Aufl., 
2. Bd. Die transzendenten und die abgeleiteten Kurven, Leipzig und Berlin 1911, 
S. 203; H. WieUitnor, Spezielle ebene Kurven, Leipzig l'JOS (Summlung Schu- 
bert, Kr. 56), S. 317— 31S, 
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94 § 6. Dio trigonometriacheii und Kjklometri scheu Funktionen. 

6t. Unter Benutzung der in Aufg. 8, 8. ÖO abgeleiteten Formel für 
I j~-J dx beweise man die Gleichung: 

f - = Intga:. 



= / , - t^a; = In ti 



RS, Ans diesem Ergebnis soll die Formel 

j«in.r"l°*gT^ 
abgeleitet werden und kieritus 

Aus Aufg. Ö7 folgt 

and hier ersetze man 2x durch x; alsdann erhält man die erste der 
zwei zu beweisenden Formeln. Aus ihr ergibt sieh die zweite, wenn man 
X durch ^7t -\- X ersetzt. 

-r i ^2{b — a)Biaxco%!e^ 1 , , ■< , j • ^j \ 

■^ - m -')J -SToW+TriiT '''^ - ¥(»-- a) '" '■' '•>' ^ + » ='» »=)• 

60. Mit Hilfe der Substitution a: = coss und unter Rüeksieht auf 
das Ergebnis in Aufg. 53 bestimme man / - - ■ 

Hierbei sind die Beziehungen 

cos \s = "[/g- (1 -|- cos s) = y\ (1 4- x) 
und 

sin y^ y\(l — ^07^) = )/f (1 "~x) 

benutzt worden, die sieh aus x = eos e ergeben. 

61. I ämmxcosnxdx, wobei in und n hdiehige Zahlen sind. 
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Produkte TOn Sinus und Küainus. 95 

Das Produkt siiuwajcosjta; Isanu nach einer bekannten Formel der 
Goniometrie durch | { sin ()K + b) a: + i sii {m -- n}x] ersetzt werdea. 
Alsdann folgt leicht, falls | m | + 1 M | ist: 

J" = — I ■■ cos (m -\- n) X -\- ■ ■ —_— cos {m — n)xj ■ 

62. Die üiehtigkeit der Formel 

/ sin mx cos nxdx = 
zu beweisen. 

Die Punktion sin ma^ cos «3^ ist eine ungerade Funktion, das Inte- 
gral verschwindet also nach Regel 6, S. 75. 

63. Sind sre und n beliebige game Zahlen, so gelten die Formeln 



I smmxs'mnxdx = 0, wenn l'»| + |' 



= 7t, wenn m ~ n, 

= — ji, wenn m — — n ist. 

Hier benutzt man die Formel 

sinma^sinwa; = j jcos()?s — n)x — cos(m + n)x] 

und vei-fährt dann ahnlich wie in Aufg. 61. 

ö4. Ebenso beweise man unter derselben Voraussetzung über m und «: 

j COB mx cos nxdx ^ 0, wenn [ «i | 4= | » | ist, 
=- 7t, wenn m = ±n ist, 
= jt, wenn sw == m ^ ist. 
Hier ist die Formel 

cosOTireoswa; = l |cüs(m -\- n)x -\- cos(m — n)x] 

zu benutzen. 

Die Integrale in Aufg, 62 bis 64 ändern übrigens ihren Wert nicht, 
wenn man als Integrafcionsgrenzen nicht ~ ra und -f jt, sondern und 
2x nimmt. 

Unter der Yoraussetmng, daß m und n ganze Zahlen sind, beweise 
man die Richtigkeit der Formeln in Aufg. 6ü bis 67. 
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96 § 6' ßie tri gonometr Liehen und zyklometrischen Funktioneü. 

65. I s'mmxcoanxdx = - , — ^ , wenn m — n (und also aucii 
"Hl + h) eine ungerade Zahl Ist, 

= 0, wenn m — n (und also auch 

m + n) eine gerade Zahl ist. 

66. I sininxsinnxdx = 0, wenn | m | 4= ,'*' ist, 

= -^ :tf für m = »i, 

67. / eosm^coswüK/« = 0, wenn |mj + |w, ist, 

= -g 3t, wenn w = ± w ist. 

Die Integrale in den Äufg. 62 — 67 sind wichtig in der Theorie der 
Pourierachen oder trigonometrisehen Reihen (vgl. § 11). 

68. Die von einem elektrischen Strom während eines Zeitelements 
dt geleistete Arbeit wird dargestellt durch das Produkt aus der elektro- 
motorischen Kraft E, der Stromstärke i und dem Zeitelement di. Bei 
einem Weclisdstrom sei nun 

E = E^ sin (w ( + y), i = J'o sin [p f, + ij). 

Man bestimme die der Zeitdauer einer Periode T—ÜTtia ent- 
sprechende Arbeit p. 
Man erhält 

p= I Eidt^ E,,i^ I sm{mt+ q>)sm{wt + jl})dt, 

und bei Benutzung der schon in Anfg. 6.5 angewandten goniometrischen 
Pormel folgt 

p = ii'o^o f Y ^'^°^^'f ~''^^ ~ '^'^^ i'äcit + (p + 4!)\ dt 



= -^V cos {(p-i;)-T- 7^"- [sin (2 <D f + 9 + ((>)] ■" . 

Hier verschwindet das /weite Glied der rechten Seite der Gleichung, es 
bleibt 
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Arbeit eines WeclAselati'ümes. 97 

69. Man berechne I eoamx cos nx cos pxdx. 
J= / — {coe(m + n)a:cospx + coa(m — n)x<iospiß\ dx 

~ \ T \ ^'^^ (*** + !i + 2') ^ "i" ^'^^ [ni •\- n —p)x 

■+ cos {in — M + j) )« + cos (— m + w + i») a^ 1 dx 
_ 1 |Bm(m + ^t+y)^ , 9i n(m + « -p)^ 



(^ _ „ + p) a, sin (-.«M-jM- 1» »; 
" + !' "^ -„, + «+> 



+ - -^- -„- 



Versehwinilefc eine der Zahlen m-\-n-^p,m-\-n~p, 
-—m + n-\-p, so tritt in dem lutegralwert \x &a Stelle des 
Gliedes. 

70. Ähnlich beweist man: 



/ sin mx sin nx smpx dx 



eo.(-» + »+p)x , « 
,--« + . -ff + 


i»-..-|-p 




4-- 


oa(m4-m— i>)x 


« + n-|.], 1 



Verschwindet eine der Zahlen — m + ^'+i', »M — m ■\-Pi m-]-n—p, 
m + n-{- p, 80 Yerachwindet das betreffende Glied auch in dem Inte- 
gralwert. 

71. Mit Hilfe der Methode der teilweisen Integration beweise man 
die Formel 

/ sin"'xrfa: = — sin"' "^a: cos a: + - / sa^'~^xdx. 

J^ J9m^"-''xäiaxdx = — sin"'-'^a; eosa; + (m — l)Jsin'"~^xcos^3;da: 

= — sin "'-^a: cos a; + (m — l) j sin'"-'^ x dx ~ (m — l)jai'a"'xdx usw. 

Bei melirmaiiger Änwecdung dieser „IRekn/rsionsformel" kann das 
vorgelegte Integral Ijeatimmt werden, falls m eine ganze positive Zahl 
ist; für ganzes negatives m vgl. Aufg. 78. 

72. Die Formel 

/ cos"'xdx = ■ cos'"~^a^sia3: + ■ - I Gos"'~^xdx 

indem man in Aufg. 71 die Größe x durch 1% — x ersetzt. 
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98 S 6. Dio ti'igonomctriächen nnd /.yklomotrisuhen Funktionen. 

73. jain^xdx. 

J= — -j aiü^a^coaa; + f j sm^x dx ^ — j shi^x coax -—l ais]xcosx + ^x. 

74. /cos^a;rfx. 

Die Substitution Bin a: =- s ergibt 

J^f{\ - z^'fd^ = s - ^^ + ^ ^= - }/ 
oder 

J = sin a; 1 1 ~ sin^ ^ + 1 sin'' x — \ sin^ x ] . 

75. Ist n eine ungerade positive Zahl, m = 2« + 1, so lassen sieh 
die Integrale in Äufg. 71 und 72 auch erledigen, indem man z. B. 
j coä^''+''xdx durch /^(l — sin^a;)" cos alt?« oder /(l — .s^)"(^2 ersetzt, 
wo s = sina: ist, alsdann (1 — s*)" nach der Formel für die Binomial- 
reihe (Teil I, S. 88) entwickelt und hierauf gliedweise integriert. 

Zur Berechnung der Integrale in Aufg. 71 und 72 Itann raan ferner 
folgende vier Formeln anwenden, die in der algebraischen Analysis be- 
wiesen werden: 

2Sm-i, cos^"'^:! = cos2ma: + ( '"] cos(2)h — 2)x -]- ■ • ■ 

+ (^™) cos (2m -2Ji)x + --- + [J^^] cos 2x + ^ fj) ' 
(~ l)™- 2^"'~' siu^"'a: = cos2mfl; — ( )cos(2m — 2)a: 

+ (\"')cos(2«.-4)a: + (~ !)•■(■',;") «8(2.» - 24)»^ +■• ■ 

+(-l)-'(,„'"0«»«2»'+^(-l)■'•c:'), 

2Smcos^"'+ix-coa(2OT+ l)x+ ^^"' + ^]i:08(2m — l)a; 

+ f "',^')<:os(2»i-3)l+ ■ ■ . + ('"'j+') 00« (2»- 2*+ l)x+- 

(_ 1).2!. . ain'-f« - »iii(2»> + l)iC - ('^''-t-"^ ,i„(2„, _ Ijj 

+ {'•' + ')8in(2.».-S)r. + ... + (-l)'('" + ')«ii(2«,-2t+l)l + ... 

+ (- D- C- .') ™ 3^ + (- 1)" (""„:' ') «"■ 
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76. Mit Hilfe der in Aufg. 7.1. u. 72 zum Beweis gestellten Formeln 
leite man die Gleiclmngeii ab: 

C ■ 2.. 1 C s,„ A 2m-l 2^-3 3 1 ™ 

I sm^"' xdx— l cos"" xax — —^— ■ "g™ _ 2 ' ' ' 4 ' Y ' Y 

und 

C ■ »„, + 1 .j r a„+. .. 3m 2m-2 4 'i 

I sin^™ + ^a:«x -= ( coii''"^^xax = -- 3;- - — -^- - ■ ■ - . ■ y 

77. Unter Rüeksiclit auf die Üngleicliung 

jsixi^'"-^xdx ^j siir'"'xdx>jam^""^'^xdx 

benutze man die Ergebnisse von Aiifg. 76 zum Beweis der Formel von 
J. Wallis'): 

1 _ 2 2 4 4 6 _li^ 2)» _ ' im 

T "^ ~ T ■ T " "3" ■ 6 ■ y T ■ ■ ■ -im — r 2 w + 1 ■ ' ■ ■ 

Man erhält 

2m— 1 2** — 3 ■ " 5 ' 3 '^ 2»! ' ' 3m — 2 " ' 4 ' 2 ' 2 

2«i — 2 4 2 



,>^ 



¥ ■ b ■ 5 * " "(2m — 3") ■ (2m — 3)' (2m — 1) 

-^ T ' Y ' T "5" ' ' ' 2»r^8 ' 2m — 1 " 2m — 1 " 2m +1 ' 
Die beiden äußeren Seiten dieser Ungleichung sind nur um den 



heit gleich wird. 

78. Mit Hilfe der Ergebnisse von Aufg. 71 und 72 leite man durch 
die Substitution »» — 2 = — « die Formel ab: 

und 

fdx _ _1 siiia; m — 2 r dx 

^^^^ J cos". n - i ^^-K, + n-ij ,l,^~ ^^ ' 

1) Arithmetioa infinitornm, Osford 1655 oder J. Wallis, Opera matlicina- 
tica, Bd. 1, üsford 1699, S. 467—469. 
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100 S G. üie tcigonometriachen und zjklometriselinn Fuuktioneti. 

Ist K eine positive gerade Zahl, so gelaugt roau bei fortgesetzter An- 
wendung dieser Formeln schließlich zu 

C da: , , /"• dx 

f ^-1" =-= — cota: und ' nnn^x " ^ ' 

im Falle eines positiven ungeraden n gelangt man schließlich zu den In- 
tegralen 

i' dx , f dx 
\ —. — und I , 

die schon in Aufg. 58 bestimmt wurden. 

79, Durch Anwendung der Methode der teilweisen Integration sollen 
die Formeln bewiesen werden: 

1 ig"'xdx= - zj\ i^^"~'-x ~~ j tg"'~^x'dx 
und 

/cof'xdx — I i—,,r = ~ - -,- COt"'~^X — / G0t™~^xdx. 

Mau ersetzt jtg"'x durch 

r f. '"^^Y 

j ein'"~'a^-eos"*"'LCsinx(?a'= / sin'" 'x- ■ - -,- dx 

„ ________ I sin"""-:ccos^~'"rC(te, usw.; 

in entsprechender Weise ist bei fcof'xdx zu verfahren. 

Im Falle eines positiven ungeraden m, m ^ 2n -\- 1, gelangt man 
scMießlicli zu den Integralen jtgxdx und icotxdx, die schon in 
Aufg. 28 und 27 (S. 80) bestimmt wurden. Es ergibt sich 

J ig^''-^^xdx = ^^if"x — y^^_^ig^''~^x ^ 

+ (-l)'ä«-Aäfc-tg*"-'*^ + --- + (-l)''-i-|tg^^-i-(-ir-Uoco8X. 

Im Falle eines positiven geraden m, m ^ 2w, folgt 

j'ig"x- jj-,-'_j tg'-'«--j-^i_.j-tg"-"i + ... 
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Potenzen i 
Insbesondere wird 



80. Für j um'" X cos" X dx , wo m uad K ^««iSe (positive oder nega- 
tive) Zahlen sind, sollen folgende Eekursionsformeln abgeleitet werden: 

(1) J=^ ^j—^ — ■^ + — t;"! j s\a"''''''xcos'^~^xdx, mH — 1, 

(2) J^~ -"-■ 1 — -— ( siii"'"'^xcos"+^xda:, »i + — 1, 

(3) t/= , _.-).. I Bin"'3;cos"~^3;(?:c, »( + H=f-0, 

(4) J=— ' ' ~T 1 x — \^v(a"~^Xi'a^xdx, m+»4=f, 

(5) J= "--^~^''^''^-'* + '^^i^^ rsin'"+*a;cos"iC(/% m + -l, 






a^cos^+'a^da:, w + — 1. 



Die Anwendung der teilweiaen Integration führt leieht zum Ziel 
Bei negativem m und poeitivem n wird man die erste, dritte oder 
fünfte Formel anwenden, bei positivem m und negativem n die zweite, 
vierte oder sechBte Formel. Sind «* und n positiv, so führt die dritte 
und vierte Formel zum Ziel, sind m und n negativ, die fünfte und sechste. 
Im Falle )w + 1 = versj^en die Gleichungen (1) u. (5), dag alsdanii vor- 

liegende Integral ( - . dx läßt sich bei positivem w durch (3) redu- 

■en; im Falle n -J- 1 =- versagen die Gleichungen (2) und (6), 

; dx ist nun durch (4) zu reduzieren. Im Falle m + jj = treten 

Stelle von (3) und (4) die in Aufg. 79 abgeleiteten Formeln. 
Nach mehrfacher Anwendung der Formeln (1) bis (6) gelangt mau 

zu Integralen von der Form 

C /'aina: T coa a: 

\sm.xcosxdx, f - dx, f .^ dx, 

I - . ■ * , , I sin*a: dx, j cos'^x dx, 

wo h eine positive oder negative ganze Zahl bedeutet. Diese Integrale 
sind aber schon in Aufg. 6, 28, 27, 57, 71 und 72 berechnet worden. 



/^ 
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102 5 ö' Die trigonomettiaclien and lyklomati'iscben Funktionen. 

Häufig kann man jsin^a; cos"»: da: direkt, ohne Anwendung von 
E«kursionsfoi-niela bereclmen. Dies ist der Fall, wenn eine der beiden 
Zahlen m, n positiv und ungerade, die andere beUebig ist. Sei ?,. B, 
n = 2k+ 1, so wird 

j am'^XCOs"xdx = /sin"'.T(l — sin^,r)'> (Zsin^, 

und dieses Integral geht durch die Substitution sin x=^^ in / «"'(1 ^z^fds 
über, wo nun (1 — 3^)* nach der BinomiaLreihe zu entwickein und als- 
dann s™ (1 — s^f gliedweise zu integrieren ist. 

Ein anderer Fall ist der, wo »» + w eine negative gerade ganze Zahl 
ist, etwa m + w = — 2A; alsdann setzt man iigx = s, da:— - j dz und 
erhält 

J = I t^'"x GOS'^*^ X dx =jig"'x ■(! + tg^:i:)*(ij; = (.s'" (1 + s^y~^ lis. 

Die Substitution cot x = s würde 

ergeben. 

Zur Anwendung der in Aufg. 80 behandelten Formein mögen die 
Beispiele 81 bis 86 dienen. 

81. j siD^ X tios^ X dx . 
Nach ii) in Aufg. 80 wird 

J ^- 1" sin^ a: cos 3: + \ j^iz^xdx, 

wo nun das letzte Integral durch Aufg. 73 bestimmt ist. Man findet 

J"= |cosa; (sin^a; — -^-sin^a: — fsinx} + {^x. 

82. /S*4^^' 
Nach (1) in AuFg. 8Ü wird 

= _i_cosa:(cot«:r + 3)-|lntg|^. 

83. /sin*3:cos''a:d;c, sin3: = ?, 

J ^ j S^ (l — s^)^ dB =/(s* — 2^"^ -1-2^)^2 = sin^a: (? — ^ sin*3;+ ^-sin*«). 



y Google 



PotenKen von Sinus und Kosinus, J^QS 

84. / -. j- dx, sinx = s, 

J =;/«^ (1 + «*) riß = tg^a; II + I tg^ar J . 

86. f7Sl'^^' cotx--ß. 
J=-/s*(l 4- 3^) riz = — ^ eot*x {?. -|-2cot^a:|; 

die Substitution tg a; ^ würde 

ergebe., .1.0 "^ "= "°"^ '^ ' 

87. Mau beatiDame /siü"'a:cos"a:(?a: und uutersclieide hierbei vier 

verschiedene Fälle, je nachdem die Zahlen m, n gerade oder ungerade 
positive ganze Zahlen sind. 

Nach (3) in Aufg. 80 ist für n > 1 

/ sin'"a:eos"a:da: =^ _j-- I sin"'^cos''"''a;(ilfl;; 

bei ungeradem n > 1 führt daher die wiederholte Anwendung dieser 
Formel auf 



bei geradem n wird man auf 






r- / sin"'aieosa:fl 
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104 § 6- Die trigonometiTBclien and ayklometJ'ischen Funktionen, 

geführt. Nun ist 

wie die Substitution smx = si sofort ergibt, wahrend bei / aiix''"xdx 

naeh Äufg. 76 die beiden Fälle eines geraden und ungeratlen m zu un- 
terscheiden sind. 
So erhält man: 



J^in^^^X.. 






_ 1 n'.m '. 

- 2 (m + n+iy.' 

I sm^"'xcos,-''xdx 






am + a« + l 2m + 2«-l 3ji-f 3 2j.4-1 

Die Torstehendeii Formeln sind bei Aufg, 88 bis 91 anzuwenden. 



/ si] 

/ sin'.;; c< 
lO. |sir 
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Gewisse transzendente Funfetioccn. 105 

r.-i r ■ - A , 8. 6-4- 2 128 

91. j ,m'x<,o,'x dx ~ „ j,^, ; j - j„,, • 

92. /^"'arctga^t^a^, wo m eine ganze positive Zahl sei. 

Die Substitution 3; = tg «, s = are tg x ergibt ds =^ 'i~j~'i > womit 
die Integration auf Aufg. 79 zarücligefühTt ist. 

§'• 

Weitere Beispiele 
znr Integration transzendenter Funktionen. 

1. Man beweise die beiden Formeln 



'-/»"' 
'■=/- 



'cosixdx ^ — "ä-Jfes ' 



indem man auf J^ und J"g die Methode der teilweisen Integration an- 
wendet. Durch die so entstehenden zwei Gleichungen wird je eines der 
beiden Integrale auf d^ andere anrnck geführt, und die Auflösung dieser 
Gleichungen naeh Jj und J^ ergibt die gewünschten Formeln. 

2, Unter der Voraussetzung (j > sind die beiden Fonneln zu be- 



Naeh Aufg. I ist 



/- 



'^coslxdx = — lim - 



"^(«cos&a;-&Bir.^ a__ 



Da e~'"" für lim x — 00 nach Null konvergiert, während cos bx und 
sinfix für x ^ 00 keinen bestimmten Grenzwert haben (vgl. Aufg. 26, 
S. 80), aber in ibrem ganzen Verlauf nur Worte des IntervaUes von — 1 
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106 § 1- ^^ eitere LeiipiPle aur Tntc^utnn tv ino/endentei > unktioaen. 

bis + 1 annehmen, hat das eiste Ghed der rechten Seite der letzten 
Gleichung den Gienzwert Null, das Integral somit den Wert a:(a^-\- 6^). 
Analog ist das zweite beigelegte Integial zu bfLindUn. 

3. j e''^sm^xcix. 

J = — / e''^(l — cos 2a:) dx = e"*— y / e'^^cosSa^c^x 

1 ..^ T- «"^(a CO. 2:^ + 2 sin Sa:) _ Je"' e''^^inx(asmx --2oo,x) 

2«^ "2 «'+"4 ä{a^ + i)^ a' + i 

4. Durch welche Substitution Rßt sich 

auf ein Integral von der Form J^ m Aufg. 1 zurückführen? 

Man setze arcsina: = 2, a! = sin?, so wird J"=/e"'cos2rfs. 

5. Für I x'"Bmxdx, wo m eine ganze positive Zahl sei, eine Re- 
kursionsformel abzuleiten. 

jx"'smxdx = — x™eo9a: + ml x"'~'cosTd:r^ 
!inH.log wird 

I x"'e.Qsxdx ^ a;"'sina: — mj x'"~^ sin xdx. 

6. {(axcBiaxy" dx, arcsina: = :E, x = &'n\z, 

J=ß'"cossd0. 

7. jsinyxdx, V^ =" ^, dx ^ Ze'^dz, 
J ^ 'dj s^äm^dz = i) 1 — 2- cos z -\- 2] z cos s ds\ 

= --3s^cos£ + 6sBius + 6cosÄr-^3{(2-V^)cosT/a; + 2Visin|/a:j. 

S, j a-vat^y X dx , X = z^, dx = 2zäz, 

J~2 I 2arctgs(^3 = s^aretgs — ( --j^—sdz 

= ^^arctg2- Hl — -^-^p^ c^s = (a; + 1) arc tg "}/"ic -Yx. 

i). Zahlreiche transzendente Differentiale können durch eiue Sub- 
stitution in algebraische verwandelt werden. Es sind dies z, B. alle 
Differentiale Ton der Form f(u) ■ ii' dx, wo u eine transzendente Funk- 
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Gewisse ti'anszeiideiite Funktionen. 107 

tion q>{!c) von. x und f(u) eine algebraisclie Funktion von u bedeutet; sie 
werden durcli dieSubstitiition9i(*)— 2 inf(d)d£ übei^eführt. Man mache 
sich dies klar bei den folgenden Integralen, die, von etwaigen Zahlen- 

faktoren abgesehen, sämtlich in Integrale von der Form jf{£)dz ver- 
wandelt werden können. 

l f{e""')e^''dx, f /'(Ina;) — dx, j f(s,iax)cosxdx, 

j f (aos x) sin X dx , ff(igx)- ^-dx, j f{eotx) . , dx, 

//■(arcsina:} , /'(aretga:) .-t -r 
yi — x'' 1 + ^ 

Hiernach löse man die Aufgaben 10 bis 12. 

10. Uhixf'^, lüx = ß, 

J = j 0^ di^ --^ — ß^ ^ -^ (In xy. 

11. / -^ ^^dx, alnx + h^s, 

daher 

J ^ —7 arc tg ( ~ tg a; j • 

13. Dieses Ergebnis wende man auf /-, _, s,. und / , , ■ s" ^i"' 
/ ". V ä "" "^ / i) " s I - £ j daher I — = -= arc tg -^p- ; 

ähnlich findet man | ■ f = - arc tg(l/2 tga;) . 

14 /y":^^^^^^"' ^'<1' 

-^ =J'cos^:« + (i-^fc=)-.in^c« = y^^ ^^° *§ (yi"- Ä^tga:), nach Äufg,12. 
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J 1/1 + 

Hier wird 



108 § 8, Integration der ratioualeii li'unktioiien. 

j- r da. 1 ^ (ae\ 

16. / ^,x wo m eine sfinze Zahl sei. 

Durch die Substitutioa x=ain« folgt J'^jsm"'säs, womit das In- 
tegral auf Aufg, 71, S. 97 oder Aufg. 78, S. 99 zurückgeführt ist. 

I , ax, « = cos«. 

1— a;==2sin^^, 1 +a: = 2cos^|-, J 2 Ain^^.if^ 

oder 

t7"= -|-/(co8s ^ l)(?s = sins — s = Vi — a;^ — arecosa;. 

18. faf~'-(l ~ xy-^dx, wo p uad g ganze positive Zahlen seien. 
Mit Hilfe der Substitution x - siu^g erhält man 

J= 2 i%m'f~^^m^^^-^zdz = -,— r'---=.---, nach Aufg.87,S.104. 
Übrigens folgt aus diesem 'mp und g symmetrischen Ergebnis, daß 

Jäf-^(1 —x:y'--^dx=jx<-^{\ — x'y-^dx 

ist (vgl. Formel (6) in Aufg. 4, S. T4). Als Funktion beliebiger positiver 
Größen p und q betrachtet heißt dies Integral das Evlersche Integral 
erster Gattung; es wird durch B (p, q) bezeichnet; vgl. auch § 14. 

8 8. 

Integration der rationalen Funktionen. 

1, Die rationale Fuiilttion 



(1) 
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bei der die ganze Funktion f{x) von niederem Grad sei als F{x) (m < n, 
echt gebrochene rationale Funkfcion) und überdies 

(2) F{x) s 6^3;« + h,x"-'^+ h K.i^ + \ 

nur reelle, ungleiche Faktoren hat, von denen keiner in f{x) als Faktor 
enthalten ist, gestattet eine PaHialbmchzerlegung: 



F{^) x-a^x-b 



■ + .--iTi; + ■ 



Zur Bestimmung eines beliebigen Koeffizienten, a, B. J-{, dieser 
uuter drücke man bei 



im Nenner den Faktor x — h und setze alsdann in die übrig bleibende 
Funktion au Stelle von x die Größe h. Das Ergebnis dieser Substitu- 
tion ist der Zähler H, der zu dem Partialbnich mit dem Nenner a; — Ä 
gehört. 

Übrigens ist H auch gleich f(h) : F'Qi,). 

Zur HersteRung der Partialbruchz er legung (3) ist also die Kenntnis 
der Größen a,h, . . .h, . . .1, d. h. der Wurzeln der Gleichung F{x) = 
erforderlich. 

Offenbar erhält man ans (3): 

(4)jÄÄi-^ln(a:-«) + BlB(a!-S)+- + mi,(»-i) + -+i(!t-0- 

Die Koeffizienten von f(x) und F(x) werden hier und im folgenden 
als reell vorausgesetzt. 

Ist in der Funktion (1) der Grad m des Zählers größer oder ge- 
rade 80 groß wie der Grad w des Nenners, so muß man vor Anwendung 
der Partialbruchzerlegung f(x) : F(x) durch Division in eine Summe 
aus einer ganzen und einer echt gebrochenen Funktion verwandeln. 

2. Da die Koeffizienten von F{x) reell sein soUen, enthält F(x) 
neben einem Jmmplexen Faktor x — a, wo a^ u-\-iß ist, auch den 
konjugiert komplexen Faktor x — cc + iß. Die infolge dieser beiden 
Faktoren x — a — iß und x — a -\- iß auftretenden Integrale der Par- 
tialbrüche 

.. A + iB A-m 

(^-' ^—^-ip + x-ä+iß 

ergeben zusammen bei der Integration den Ausdruck 

(6) A In [(x ~ «)^ +ß^]^2B arc tg ^ :„ " ; 
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dabei ist der Zähler A + iB des ersten Partialbmclies in (5) gerade so 
zu bestimmen wie bei einem Partialbmeb mit einem reellen Nenner 
X — a (Tgl. ßegel 1). 

Die zwei dnrch die komplexen Faktoren x~tx~iß und x — a + iß 
des Nenners ^(a;) veranlaßten Parti albräche lassen aicb aueb in der Form 
Mx _+ jV 

Kusammenfassen. Das zugebärige Integral geht durch die Substitution 
X — « = s in 

oder in 

-!-MIn(.-+|S-)H-''"'' + ^arotgi 

über, man hat daher 

m /(i*'^-fp dx - i Jlf In Lfe - ■>:)•+ ß'l + ;"" +- ".ro lg '-f° ■ 

3. Es sei wiederum f(x) in (1) von niederem Grade ah F(x), aber 
F{x) enthalte mehrfache reelle Faktoren, so daß etwa 

(8) F{x) = \{x - ay'(x - iy ■■■{x- ly 

ist, wobei natürlich auch einige der Exponenten a, ß, . . . X gleich 1 
sein können. Hier ergibt sich eine Partialbruchzerlegung ¥on der Form 



(^-P/- ' (x-iy-' • "^ x-i' 



Zur Berechnung einer beliebigen Koefflzientenreihe , z. B. der 
A^f A^, . . . Ag, unterdrücke man bei f{x) : F(x) im Nenner F{x) den 
entsprechenden Faktor (x — d)" und setze in der übrig bleibenden Funk- 
tion X gleich CT + Ä, ordne Zähler und Nenner nach steigenden Potenzen 
von fe und dividiere nun mit dem Nenner in den Zähler. Das Ergebnis 
dieser Division ist eine nach steigenden Potenzen von h angeordnete 
unendliche Reihe, von der man aber nur die u ersten Glieder, also die 
Glieder mit h", K'-, h.^, . . . h"'^ braucht. Die Koeffizienten dieser Glieder 
sind der Reihe nach bzw. gleich Ä^, A^, A^, . . . A^. 
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Man könnte aucli folgendermaßen verfahren: Set^t man 

F(c) -{x^ ai'F.lx), 

SO ist f (x):Fi (cc) die nach Unterdrückung des Faktors {x— a)" des Nenners 
von ^(a;) : J^(^) übrig bleibende Funktion, die mit cp{x) bezeicknet 
■werden möge. Statt nun wie vorhin tp{a + h) = f{a + fe) : -^Ko + V) 
dnrch Division nach steigenden Potenzen von h zu entwickeln, könnte man 
auch diese Entwicklung mit Hilfe der Taylorschm Reihe (vgl. Teil I, S. 77) 

(10) 9p(a + A) = 9=(a) + V(«) + S9''X«) + '-' + -(-„~~;j-,9<^-^'(a) + --- 

ausführen, von der man ■ — wie vorhin erwähnt wurde — nur die a 
ersten Glieder braucht. Beqnemer ist jedoch das Divisionsverfahren, 
denn die Bildung der höheren Ableitungen von <p{x) = f{x):F^(jc) ist 
zeitraubend. 

Auch die Methode der Koeffinentenvergleidmng führt zum Ziel: 
Man macht die rechte Seite der Gleichung (9) gleichnamig und beachtet, 
daß \{x — ayix — 'bf...ix — Vf nach (8) gleich F{x) ist. Nachdem 
die Nenner der beiden Seiten von Gleichung (9) einander gleich ge- 
macht sind, müssen auch die Zähler übereinstimmen, und zwai- für 
alle Werte von x; die Koefßzienten gleicher Potenzen von x müssen 
daher einander gleich sein. Setzt man sie einander gleich, so er- 
hält man gerade so viele lineare Gleichungen mit den Unbekannten 
A^, A^, ■ . • A^, Bj, S^, . . . B., . . . L^, L^, ■ . . L^ wie zur Bestimmung 
dieser Unbekannten erforderlich sind. Die vorbin zuerst beschriebene 
Methode der Division führt meist rascher zum Ziel als die Koeffizienten- 
vergleichung. 

Die Integration der Summe (9) der einzelnen Partialbrüche macht 
keine Schwierigkeit (vgl. Aufg. 5, S. 50). 

4. Mehrfache komplewe Faktoren des Nenners F(x) in f(x) : F{x) 
geben Anlaß zu Partialbrüchen von der Form: 



(11) 


B=* 


+ y, j_ 


M^x + N, 


!+■■ 


oder auch vo 


n der Form; 






(12) 











M„x + N,^ 



Die in den Zählern auftretenden Konstanten lassen sich dnrch die 
Methode der Eoeffizientenvergleiehung bestimmen, bei der zweiten Form 
auch so wie in Regel 3 bei mehrfachen redien Faktoren des Nenners 
gezeigt wurde. 
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Die Integration eines Pai'tialbruehes wie 
Mj5_-i-Jf,_ 

erfolgt am besten mit Hilfe der Substitution x ^ a =^ ßs: man erhält 
alsdann 

WO das letzte Integral gleich 

ist. Das erste Integra! ist mit 






wofür auch 



etzt werden kann, sofort erledigt. 
Hier ist 






3(m_ 1)(1 + ^y-i ^ 2(«- 1) J (1 + ^V-i ' 

daher folgt 

/.r-, /" rfg _ C dz 3 _ _i /* d? 



ekursioi 
iner zur 



Durch diese Rekursionsformel wird das Integral (14) mit dem Ex- 
ponenten n im Nenner zurückgeführt auf ein Integral derselben Art mit 
dem Exponenten « — 1 im Nenner. Wiederholte Anwendung der Formel 

führt schließlich auf i 

Ein anderes Verfahren zur Bestimmung von / _^^ besteht da- 
rin, daß man dieses Integral durch die Substitution s = tgu in 
/ ooe^""^j(ÄM. überführt. 
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A) Der Nenner der rationalen Punktion liat nur reelle Paktoren. 
Beispiele 

^ln{Cix-2)\x + if]. 

3. f-^,^^^~-^dx^ nj__^ + ^~^dx=2W(x-l)-i-ö]n(x~4:)+laC 
= hi[G(x-rf{x-iy]. 

Man unterscheide hier drei Fälle, je nachdem die Wurzeln x^, x^ 
der G-leicliung ax^ + 26a; + c = reell und verschieden, komplex oder 
einander gleich sind. 

Im Falle reeller WurKeln (h^ — ac > 0) findet mfin mit Hilfe der 
Partialbnichzerlegung 



j-= _i _ /"'(__! i .-) dx ^ ^- -- ^ In *"-^- + C. 

a(x, - x,)J U - a;, x-xj a{a>, - x,) w x,^ 

Im Falle komplexer Wurzeln {h^ — ac < 0) schreibt man da> 
Integral in der Form 

Im Falle einer Doppelwurzel x ^ — h: a, {ac — 1/ ^ 0), wird 

r 3a'+41a; — 91 , T/ * ' , ^ \ j 

"■ J (.— iWs)> -Ä "' -J t- 1 - . +1. + '^) "' 

-41ii(i-l)-71ii(3:+3) + ölii(3;-4)-^liiC-ln[?'-^^'°,~'''-'] 
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^ Z*^» — 20a!'+3ea;-28 , /"( —20 8 , i i , 

TA r^'— ß^'+8^+' j /*f ~3 , 1 ij 3 

+ ln(»-5) + C. 

,, /'sai '+ax + fl j _ /"i y 1 i, 

__ 3 !_ , r 

8(1-3) !(i + ljT'-' 

"■ J (^-2)-(« + 3)- '" 

~J l5(3;-"2p + 25l;^T)' ■'"20(3: — 2)"^ 25(3^+3)= 25(a; + 3)|'** 
= -I<Ki^2-?-25(f-2J + 5l°(-ä)-25Ä--35-iM»= + 3) + C. 

_ r j S_ 30 j!7 SO 1 , 

~,/ 1 49(ii; — 6)*"''843(a! — ö) ■'■40(^ + 2)= 343(a;+2Ji 



13. 



27 , 30 , 



/■».+ 4J5-6 r|_15 10 1 |, 

■ J — x-S)- "^-J l(«-3)-+(ä:-3!. + (l-3)-|'" 
_ — 16 _ _ 10 _ J_ ,, 

/"a^*— 3K» + 8a!— 6 , 

-/l (^- + (.-^'2-). + (:-l'2). + w^- + ;i-2 1 ■*' 
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16. Man zeige, daß jedes über ein ti-anszendentes Differential er- 
streckte Integral von der Form 



I f(sm X, cosx)dx, 



wo f eine algebraische Funktion von siniC und cosa: ist, dnrcli die Sub- 
stitution tg 2 a; = s in ein Integral eines algebraischen Differentials ver- 
wandelt werden kann. 

Man findet 

sin a: = ■ . s , cos fl; = ■ I j , dx = {~r',i ' 

17. Die vorstehend erwähnte Substitution ist auf 



/.- 



J a + b^osx 

anzuwenden. Hierbei zeigt sich, daß man zwei verschiedene PäUe unter- 
scheiden maß, je nachdem a — b und a -\-h Zahlen von gleichem oder 
entgegengesetztem Vorzeichen sind. 
Die genannte Substitution ergibt 

A) ^7. sei >0, etwa ■--= k^. 

Hier wird 

, 2 /"' da 2 , {-i/a-b , x\ 

nach Aufg. 17, S. 79, 

B) — ,— , sei < , etwa = — J:^. 
' o-[- & ^ ' 

Hier wird 

j.__ä_ f_^_ ___2__ f ^^ 



^^[f^-i~^r 



J ,-,^_-h - - , _-:-ln 

i"'-«' "gJ+1 >"■-«' yt-.tB^-ys+. 

Die Fälle a^b und a = b sind schon durch Aufg. 54 und 53, S. 93 

erledigt. 
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18. 



J i~2pcoi'a:TP' 



Aus dem Ergebnis von Aufg. 17 folgt für 1 -\- p^= a. — 2jj = & 
sofort 

wenn p > 1 ist- 

Im Falle p < 1 wird J- ^^ .i ? - 1 fttrt a»f Aiitg. ää, S. 93. 



/.TriL »f Ja+to.. 



zurückzufahren. 
Offenbar ist 






21. 
wobei < a ^ 1 sei, 






wenn arc tg^^-_^^ tg— j = /3, ^-^- tg y = tg |i gesetzt wirr!. Bei An- 
wendung des Additionstheorema für die Funktion arc tg (vgl. Aufg, 14, 
S. 78) erhält man 

J= - arc tg - ,- - 



man auf das in 
an 6 = »i cos k 
er Wurzel das 



Dieses Integral führe man auf das in Aufg. 17, S. 115 behandelte 
Integral zurück, indem man 6 = »icosk, c — msina setzt, während 
m ==y5*+ c* ist, wobei der Wurzel das Pluszeichen gegeben werden 
kann. Man erhält 
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/- 



Hior wird mit Hilfe von 2a: = z: 



24 
J- 



Hieraus folgt leicM 

J—-- . * - (ia; = a; tg -^ + 2 In cos .^- ■ 
1 -j- cos a; i i 

25. Ist /"eine rationale Funktion von sina; und coea;, die aieh aicht 
ändert, wenn man x durch X ■\- n ersetzt, so geht das Integral 



Jf(sia.x, cosx) 



dx 



durch die Substitution tga: = s (also nicht tg -^3; = s wie in Aufg. 16) 
in ein über eine rationale Funktion von e erstrecktes Integral über.') 
Dies soll gezeigt werden. 
Aus igx = folgt 

sin a: = s : V^l + s^, cos x == 1 : Yl + 0', dx = ds : (1 + z^). 

Die Funktion /"(sin x, cos x) geht durch die Substitution in einen Aus- 
druck von der Form 



über, wo ß und S rationale Funktionen von s sind. Wird nun x durch 
a; + 31 ersetzt, so bleibt tg 3: -= s ungeändert, aber sin x und cos x ändern 
ihr Vorzeichen, also muß man auch bei ]/! -f- s^ das Vorzeichen ändern, 
man erhält 

/■(sin (a; + JT), cos {x + %'i) 



t. Aufl., Paris 1887, 
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oder (uach Voraussetzung) 
/"(am X, 

Da fismx, eosa:) schon gleich ü + --._- -- war, folgt sofort 
f{smx,>iosx)=Ii{£). 

man wende die Substitution tg « = 3 an. 

■'-jxa+iw+r') 

geht durch Partialbruehzerlögung in 

fi o -_6 a h' \ , 

über; man findet leicht 

J -= ^_! j^s { fl! arc tg 2 - y i In (1 + s^) + Z> In (a + ft^) j 

=^ -5-T-.j{aa; + ö hi(acoBa; + 6 aina;)]- 

Daa vorgelegte Integral läßt sieh auch durch die Substitution 
ö = JB ain ß, 6 = )M cos a, in = + Ya^ + h^ erledigen; man erhalt näm- 
lich alsdann 

woraus mit Hilfe von « + k = ^, dx ^=^ ds der Ausdruck 

J= ■^■-■- 1 - --ds= — (eosßlnsins + ssin«") 

hervorgeht usw. 

27. r----,-t^ "= -= \-j.i I «^ - ^ ^Q (» sia ic + /) cos x) ] ■ 

mau setze tg « = z. 

Hier wird J"= / — ^j-j^A— r ■> ein Integral, das schon in Äufg. 4, 
S. 113 behandelt wurde. 
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29. Man soll die Formeln beweisen: 
lin(a + bx^)dx ■= xln(a + 'bx^) ^2x + -^ arctgfa:]/ -) , 

ßjx (a + ix^)dx = X ln(fl -f- bx"-) -2x + -^ In^fc^, 

wo die untere oder obere Gleichung gilt, je nachdem a und b gleiche 
oder entgegengesetzte Vorzeichen haben. 

Für beide FäUe ergibt die Methode der teilweisen Integration 

J=a;lnCa+!.a;^)~2öJ^^, = 3;ln(«+6:c^)-2&Jj{---^-^^^^,j](i3; 
- iE lu{a+6a:^) -^2x + 2aJ^j^—, ■ 

Daa nun noch zu berechnende Integral wurde im wesentlichen schon in 
Aufg. 17, S. 79 behandelt. 

■'^- J a' sin' ^ + ö* coa' x'^^ a' + b' 

Diese Formel soll bewiesen werden, indem man den Integrandeu 
mit Hilfe der Substitution tg a: =- s in eine rationale Funktion yod a 
verwandelt und diese durch Partialbruch Zerlegung integriert. 

fa^,^+b^ dB _^^J^ r ds 1 f_d,_ 



/• dx 

31. J^^,=., »' = . 

Wäre der Nenner des Integrandeu e' + e"^, so würde man auf 
e lg (f geführt (Tgl. An% 22, S. 79). 

32. / otY'*'"' si»*-^'. 

■'-J^-'" -J {wf»2I^~-ri - iTT-l ■<' 
= — In "'"-f-— ^ — arc tgj/sinx. 
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33. Die Gleidiimgen (3), S. 109 und (9), S. 110 zeigen, daß die Inte- 
gration einer rationalen Funktion f(x')iF{x), deren Nenner keine kom- 
plexen Faktoren enthält, wieder anf rationale Ausdrücke und außerdem 
im allgemeinen auf Logarithmen führt. Enthält F{x) keine linearen, 
Bondem nur mehrfache reelle Faktoren (x — a)", (x — hy, . . ., {x~iy, 
so kann es vorkommen, daß einige logarithraische Glieder fehlen, vgl. 
z. B. Aufg. 11 und 14. Man soU untersuchen, wann dies eintritt. 

Offenbar müssen die Koeffizienten A.^, B^^, . . ., L^ in Formel (9), 
S. 110 teilweise oder samtlich verschwinden. Die Bemerkungen zu Glei- 
chung (10), S. 111 zeigen, daß Ä^ mit ^^'""^'(a) versciiwindet. Analoges 
gilt für B.: Setzt man F{x) = {x-hyF^{x) und i,{x) = f{x) : F^{x), 
60 muß i!>^-^\b) °- sein, wenn B, versehwinden soll, usw. 

34. Ist f{x) eine ganxe Funktion, deren Grad kleiner als n ist, so 
erhält man 

f(^) ^^_ ft") . _^w_ 

-a)" <n-l)(x-a)'"' {n - i) {x ^ a)"- ^ 

f'(») fK«) _ 

^„_2)!(a;-a)"^ («-1)1 ' 
Dies soU bewiesen werden. 

Die Partialbruchzerleguiig des Integranden ergibt nach Kegel i 

_fix)_ _ f(al_ _n±_ , fid) _ 

35. Man berechne hiernach 



h 



I' 



„--|-ln(.T^3) + C. 



36. Nimmt die ganze Funktion fix), deren Grad ^n— 1 sei, für 
X ^ x^, X ^ x^, . . ., X — x^ die Werte fix^, fi,^^), ■ ■ ■, /"(^„) ^Ji? so 
läßt sieh f(x) in der folgenden Form darstellen: 



(1) /■(^)=2/-(^.)(^ 






Diese Formel soll unter Benutzung von Regell, S. 108 f. bewiesen 
werden. 
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Nach (3) in R«gel 1 ist 



wobei 
daher wird 



Mit Rücksicht auf 



(<^~^^ 



F'ix^) = c{x^- x^) (^, -%) ■ ■ ■ («,- x^_^ {x,- x^^^) ■■■ (a^i- xj 

äi-iiält man die zu beweisende Formel. 

Setzt man f^x) = y, f{x^) — 1//., so stellt 






die Gleichung einer Kurve (n — 1)"" Ordnung dar, die durch n gegebene 
Punkte mit den Koordinaten x,^, y^ {h=l,2, .. ., n) geht. Dies ist so- 
fort ersichtlich, denn für 3: = Zi^ reduziert sich die Gleicliuiig (2) auf 

Die Anordnung der recbten Seite von (1) oder (2) nach Potenzen 
von abliefert eine Gleichung tod der Form y^g(x), wo g{x) eine ganze 
Funktion (« — 1)'™ Grades darstellt; Kurven, deren Gleichungen eine 
solche Gestalt haben, bezeichnet man als Parabeln höherer (hier (w— ])'*'') 
Ordnung; vgl. auch Aufg. 28, S. 8. 

Die zuerst von Lagrange*) aufgestellte Formel (2) wird in zwei- 
facher Weise angewandt. Wenn man, z. B. auf Grund von Experimenten, 
weiß, daß den Werten Xj^,x^,...,x^ eines Bereiches der Veränderlichen z 
gewisse Werte y^, y^, . . ., j/„ einer Veränderlichen y entsprechen imd 
wenn man glaubt, die allgemeine Abhängigkeit der Größe y von x durch 
eine Gleichung von der Form y "= fix), wo fix) eine ganze Funktion 
(« — 1)*™ Grades ist, wenigstens angenähert darstellen nu dürfen, so 
kann man hierzu die Formel (2) verwenden. Mit ihrer Hilfe bann man 
für beliebige andere Werte von x des Bereiches die zugehörigen y aus- 

1) J, L. Lagrange im Jouiual de l'Ecole Polyteclmique, Bd. 2, cah. 8 
(1812), S. 276f.i Oeuvyee, üd. par J. A. Serret, Bd. V, Paiia 1877, S. '285f. 
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rechnen oder (nnschaltm, und da dieses Verfaliren als Interpolation be- 
zeichnet wird, heißt die Formel (2) die InterpolaUonsformel von Lagrange. 
Ob aieh nun gerade eine ganze Funktion am hesten für die Berechnung 
der zu interpolierenden Werte y eignet, wie soeben angenommen wurde, 
ist eine andere Frage; es kann sehr wohl FäUe geben, wo eine ge- 
brochene rationale Funktion oder eine Exponentialfunktion oder eine 
periodiache Funktion (z. ß. trigonometrische Reihe) den gewünschten 
Zweck besser erfüllt. 

Eine andere Art von Anwendung der Formel (1) oder (2) ist fol- 
gende: Eine Funktion f{x), die aber nun keineswegs eine ganze Funk- 
tion sein muß, sondern vielleicht einen recht komplizierten Bau aufweist, 
aber innerhalb eines gewissen Intervalles eindeutig, endlich und stetig ist, 
sei gegeben; man weiß überdies, daß sie für die Werte a; = x^, 3^3, ..., x„ 
des Intervalles die Werte J/i, J/3, ■ • ■, ^n annimmt. Ea fragt sieh nun, 
ob vielleicht auch bei anderen Wei-ten von x, die dem Intervall ange- 
hören, die Gleichung (l) eine genügende Annäherung an die Funktion f(x) 
darstellt. 

Zur Beantwortung dieser Frage werde zunäehat die rechte Seite 
von (1) durch G{x) bezeichnet. Die Gleichung f(a:) = G{x) ist alsdann 
allgemein nicht streng, sondern nur angenähert richtig; wirklich erfüllt 
wird sie allerdings durch die Werte x = x^, x^, . . ., x^. Es handelt 
sich nun darum den Fehler abzuschätzen, der bei allgemeiner Anwen- 
dung dieser Formel gemacht wird. Jedenfalls kann man streng richtig 

(3) fix) = G{x) + E{x) 

setzen, wo It(x) ein unbekanntes Restglied bedeutet, das für die Werte 
3\, x^, . . ., x^ von X verschwinden muß, so daß man die Gleichung (3) 
durch 

(4) f(x) = G(x) + {x~ X,) (x~x,)---(x- x„) r(x) 



Hier ist nun der Fehler r{x) abzuschätzen, ') Dies geschieht auf 
Grund eines von dem französischen Geometer M. Rolle stammenden 
Satzes, der in modemer Ansdiueksweise lautet: Ea sei y = f(s) eine 
Funktion, die innerhalb eines gewissen Variabilitätsb ereich es B ein- 
deutig, endlich und stetig ist und innerhalb JB an jeder Stelle eine be- 
stimmte erste Ableitung hat. Verschwindet diese Funktion für die Werte 
s ~ a und 11 = 1} des Bereiches B, so gibt es zwischen a und h min- 
destens einen Wert ^ = £, für den die erste Ableitung f{^) gleich Null 

1) Vgl. hierzu A, A. Markoff, Differenz enreclinung, deutsche Übersetzung 
vouTh. Friesondorff und E.Prflmm, Leipzig 1S96, S. 6—8; ferner P, Klein, 
Anwendung der Differential- und Integralrechnung auf Geometrie, iLutogi*, Vor- 
lesung, auBgearheitet von C. Müller, Leipzig 1903, S. 109 ff. 
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ist. Hieraus folgt weiter, wcTiii die i'unktion mindestens n mal differen- 

Verseliwindet die Funktion ij = f(ß) für w + 1 Werte eines gewissen 
Intei-valles der Veränderlichen z, so hat die Gleichung f'{z) = min- 
destens n Wurzeln, die diesem Intervalle angehören; die Gleichung 
/"'(s) =0 hat mindestens w— 1 solche Wurzeln, die Gleichung /l"l(3) = 
mindestens eine. 

Diese letzte Bemerkung wendet man nun an auf die Funktion 

(6) 0{i)-f(f) - e(r) - (,-x;)[,-x,) . ■ . (z-x,)r(x), 

die nach (4) für die « + 1 Werte x^, x^, ...,«„ und x der Veränder- 
lichen s versehwindet. Hier ist G{s) nach (1) eine ganze Funktion 
(w — 1)*™ Grades von 0, deren w" nach genommene Ableitung somit 
verschwindet, und das Produkt {s — x^{p~'X^ ■ ■ ■ (s — x^ hat w! zur 
jjteii Ableitung. Daher wird 

und mit Rücksicht darauf, daß diese Funktion mindestens für einen, 
allerdings unbekannten, dem oben erwähnten Intervall angehörigen 
Wert 3 = i, verschwindet, folgt 

(6) 't^"^. 
somit nach (4): 

(7) f(x) - G{x) + !»'-'.>i?-3h;.L("'-j2i)/-«(9. 

Sobald das Restglied hinreichend klein ist, kann die Funktion f(x) 
durch G(x) ei^etzt werden, und zwar natürlich auch außerhalb des Be- 
reiches der Zahlen x^, x^, . . ., x,^, sie kann daher auch zur „Extra- 
polation" dien DU, 

B) Der Nenner der rationalen Punktion hat auch komplexe Paktoren. 
Beispiele. 

Tgl. Autg. n, S. 79. 

= \ ln(^^~83: + 20) 4- ^arctg^T"* — |-lii(a;-3). 
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nach Formel (15), S. 112 zu bcrecltnen. 

''-I(l+l?? + "8 ! + «■+ 8-"'='S»'- 8(l + «y + 8 ""='S»=- 
Dieselbe Aufgabe mit der Substitution x = ig^ zu löseu. 

"■ /(«.■+.■)■' 

wo n eine ganze positive Zahl sei. 

Man benutze die Substitution x — a tg.ß. Alsdaan folgt 



■r 1 f 2,i-s j 1 (2)1 — 3)(2« — ö)-- 

uack Aufg. 76, S. 99- 



jS-.-Ti+i3).''^- 



Hier ergibt die Methode der KoeffizientenvergleichuiLg 

(^"ä -"6a: + 18)" ~ ix'-üx + nr "^ "^' -TS +18 ' 

da ferner x^-~ Gx+ l$ = {x- 3)^ + 4 ist, hat man nach Regel 4, S. 11 1 f. 
eine neue Veränderliche ü durch x — 3 — 2s einzuführen und erhäÜ 
alsdann 

15 /■ Bda , la r dz ,5 

= V (1+7=? + yj 0+^ + ^2- ^"' *^' 

15 1 , 13 [ z ,1 .1,5 4. 

= - - ■ r+T^ + s [ 2Ö~+^') + T ^™ *g ^ J + 2 ''^■'^ *s ^ 

— 15 , 13(3; — 3) , 53 . x — ä 

= ^^-6.+ ll+8(i.-' -6^ + 13) + r6^"''^-ä~- 

13x — 159 ,53 , « — 3 

-8(„.-8„+-13) + m"«'5 -y ■ 
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7. Man führe \ -,—r^i-~:^dx, wo m nmn beliebige ganze Zahl, 
J (a + öxT ' . 

n eine positive ganze Zahl sei, während a, und 6 beliebige Zahlen von 
gleichem Vorzeichen sind, durch die Substitution ix"- = « tg^^ in eins 
dar in Aufg. 80, S. 101 betrachteten Integrale über. 

Hier ist 

daher 

J = —,- (yj ■ ( sin'" 3- (cos?y"-"'-^- dz. 

8. Dasselbe Integral, bei dem aber m nun eine ungerade ganze 
positive Zahl sei, etwa iM = 2ft + l, durch die Substitution a-^h^^-^S 
zu ei-ledigen. 

Nun wird t/= — r-rr ( - - -- dz\ der Ziihler des Integranden ist 

nach dem binomischen Satze zu entwickeln, und nach Division eines 
jeden Gliedes dieser Entwicklung durch a" kann die gliedweise Integra- 
tion erfolgen. Hier dürfen die Zahlen » und h aach ungleiche Vor- 
zeichen haben. 

9. Für den Fall, daß in dem Integral von Aufg, 7 der Exponent m 
eine gerade ganze positive Zahl, etwa m = 2ft, ist, leite man die Rekur- 
sionsformel ab: 









Offenbar ist 

J iia + bn'f 6j(B + Si")"-' S J (o 4- taT 






(in aber /. = / - -, durch i'J^--.. 

werden, woraus bei Anwendung der Methode der teilweisen Inte- 

J, = --— !—*---- -, + 2(w-l)&r- ■* ■ dx] 
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hervoi^eht, eo daß 

^ ^x — - — — 1- ^-^ — / dx 



bj ia^bx'') 



■^bx-f 

folgt. Die gewünschte Rekursionsformel ergibt sich durch Vereinigung 
der an zwei verschiedenen Stellen dieser Gleichung auftretenden Inte- 
grale J. 

Natürlich kann man auch für den Fall eine Rekursionsformel ab- 
leiten, daß in dem Integral von Aufg. 7 der Exponent m eine ungerade 
ganze positive Zahl ist; aber man wird in diesem Fall besser das in 
Aufg. 8 oder bei gleichem Vorzeichen von a und h das in Aufg. 7 an- 
gegebene Verfahren anwenden. 

10. \ W^ä-Kz'i^' nach den in Aufg. 8 und 7 angegebenen Me- 
thoden zu bereehnen. 

Die Substitution ^-^-'Üx^^z (vgl. Aufg. 8) ergibt 






Z-\--lx' 2(3 + 23:' 
^) 1 

xy\ 

Die Substitution 2x^ ^ Stg*^, Axdx '^ ■% -ds ergibt 
j- 1 /'Ein' z , 

woraus mit Hilfe der Formel (4) in Aufg. 80, S. 101 

1 Ain' s 

8J"= - j- sin*? -I- / 2'^-(iz 

hervorgeht, und wemi man die Formel nochmals anwendet, 

H<T= — ■, sin*s — -sin^.? — lo cos?. 



Nitn ist tg^s= — ai^ ain^*: = s-r « s) co8^2= „—,' » 
auf In COS.S = — \n cos^? ergibt sich 

r- M In n -1- 2r^1 - — '^ +-"^^ ! 



, mit Rücksicht 
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Die^ei Wert des Integrals scheint von dem vorhin gefundenen 
weaentUeh versciiieden zu sein, tatsäehlich unterscheiden sich beide nur 
durch eine additive Konstante. Addiert man nämlich bei dem soeben 
gefundenen Wert zu dem letzten Glied der Klammer die Zahl |- und 
macht dann die beiden Glieder gleichnamig, so folgt der zuerst ange- 
gebene Weit des Integrals. 

Die Substitution 7 — 4a;^= e, xäx = — j^-dz ergibt 

Die Anwemlung der Rekursionsformel in Aufg. 9 ergibt 
.7 - -i^-- + 12 
woraus mit Hilfe derseli)en Formel 

hervorgebt. Das noch übrigbleibende Integral ist nach der in Kegel 3, 
S. HO entwickelten Methode der Partialbruchzerlegung zu behandeln. 
Man findet 

_ J _ll _1 _J_J__L_i_J__i_i 

daher 

J"-'',~i?-3laäi-il°(»^-2)-,V2 + Yl»(» + 2)l 

13. Die in Aufg. 7 und 9 abgeleiteten Methoden sind anzuwenden 
auf das Beispiel 

Die Substitution x = tg^ ergibt 

/* 1 H 3 

J = i sin*aJ.s = — — sin^ÄCOss — -^sinrcoss + — ?(n. Aafg.73, S.98) 

= -75 + .■)■ - ¥ 1+-.-. + IT "" '8 »^ = - iäli + .y + Y "" '*' ^• 
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Nach der ia Aufg. 9 abgeleiteten Kekureionsfomiel ergibt aieh 

und wenn man die Formeln noohmnls anwendet, folgt 

■'-- l,+^y + ''\~ Hi + xv + 3 J (1+a.rl ■ 

Das noch übrig bleibende Integral wurde schon in Aufg, 4, S, 124 
bestimmt. Man findet schließlich 



J (4 + 3«')^ 



Die Substitution 



ergibt 

woraus mit Hüte der Formel (2) in Autg. 80, S. 101 



J--i^n^;-6 "»'«Ä^ 



hervorgeht. Bei Einführung von 



11/3 

1/4 + 3»^ 



folgt 

^ ayiil 'i^/iay■ , läVs K= 15a;l/3 15 , /r ,/o\l 

■^- M l2(4T8^+ - 2 (iT3-iy + I(i+l.--)-T"°'i?(¥ >'3)i 

- 9(4 + 3?? + BM^W) - W"'S(¥ I''') 
_ l |8a;' + 25j!' + a»ii! ■'l'»,„i-p i/il'il 

-isT (4Trs?p jr"'?*l,Tl'-'j|' 

15. / — — , wo MS lind K ganze positive Zahlen sind, soll 

durch die Substitution x = \\ z auf das in Aufg, T, 8 und Ö behandelte 
Integral zuriiciigeführt werden. 
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Man fiüdet 

Ein Beispiel hier/Ai ist 

Die Substitution x ^ - ergiht J = — / ^ ^de, woraus nach 
Aufg, 8 mit Hilfe von as^ + b = u, sds = y' <i'"' '^^^ Integral 

hervorgeht. Man findet 

uad nach Einführung von M = a^^ + ö = (a + öa;^) : x^ folgt 

17. Man soll 

berechnen und hierbei die zwei Fälle unterscheiden, wo n eine gei-ade 
bzw. ungerade ganze positive Zahl ist. Bei der hier vorkommenden 
Partialb rach Zerlegung ist zu beachten, daß die Wurzeln der Gleichung 
a;" — I :== von der Form 



sind. Bei geradem n ergeben sich die Wurzeln + 1 nnd — 1 für ft = 
bzw. A = y«. Dio einzelneii konjugiert komplexen Wurzelpaare erhält 
man f(ir fc = 1, 2, . , . -^ (« — 2) Bei ungeradem n liefert ä: =-= die 
Wurzel X = 1\ die einzelnen Paare konjugiert komplexer Wurzeln er- 
hält man für ft = 1, 2, . . . -| (m — 1). Wir setzen dies als bekannt 
voraus. 

Die Wurzel t j, = cos -■ - ■ + i sin gibt mit der zugehörigen kon- 
jugiert komplexen Wurzel cos -isin — = — ^i»-^ nach Hegel 2, 

S, 109 Anlaß zu der Summe der beiden Partialbrüche 
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wo J,j + ^i',. nach Regel 1, S. 109 gleich 



Bei Berüeksichtiguiig dieser Werte folgt 



das zur Summe Sj. gehörige Integral wird daher 

/-, 1 2k-« /"' 2xdx S /* dxi 
i.dx = J,.^ —cos - / -y — / -, — -• 

- / -,--'— —ria: / --," dx. 



ode] 



Das erste dieser beideu Integrale ist nach Äufg. 8, S. 50 gleich 

— cos - In \x' — zxcoa + 1 ) ; 

das zweite läßt sich üi der Fonn 

__ _g . ^aftic /^ dx 

schreiben und führt mit Hilfe der Substitution a:^ — cos =^ «sin - auf 



Jj. = (Siöa:= cos — - inia;''— aa!COs +1) sm— - 

Weiterhin sind nun zwei Fälle zu unterscheiden: 
a) Es sei n eine gerade Zahl, n = 2v. 
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Man erhält alsdann die reellen Wurzeln a; = + 1 und x = 
Gleichung 3f — 1 = 0, wenn niaa in 



die Größe l: gleich bzw. gleich v setzt. Um sämtliche Wurzeln der 
Gleichung zu erhalten, muß man, wie früher bemerkt wurde, der Zahl 
k die Werte YOn bis In — v erteilen; /;: = und Ä = v wurde soeben 
berficksichtigt, die komplexen Wurzelpaare ergeben sich für k — 1, 2, 
. . ., V — 1. Die i-eeUen Wurzeln x ~ ±\ geben bei „_ ^- Anlaß zu 

den Partialbrüchen —— -r.j das zugehörige Integral wird 

--In — r-;==^-ln — r^ ■ Aus diesen Betrachtunaen folgt im Falle 
n = %v: 

/' äx 1 , a: — 1 , 1 %:; lit. ( „ n A;jr , .\ 
^i— -- = — In --, . + — /'cos — mix'— 2xws ^ 1 
ixT — 1 n x-\'i. ' n ^ v \ v J 

— — >i:Sm- — arotg 

b) Es sei nun n eine ungerade Zahl, k = 2^ -f !■ 
Die einzige reelle Wurzel x= \ der Gleichung af — 1 = ergibt 
sich aus x = cos — — + i sin , wenn k = gesetzt wird. Um sämt- 
liche Wurzeln der Gleichung zu erhalten, muß man, wie schon bemerkt 
wurde, der Zahl k die Werte von bis \{n—l)=v geben; ft -= 
wurde soeben berücksichtigt, die komplexen Wnrzelpaare ergeben sich für 
ft = l, 2, . . . 7'. Die reelle Warzel a; = 1 gibt bei -= — -.- Ankß zu dem 
Partialbrueh — , das zugehörige Integral wird — In (a: -— 1). Aus 
diesen Betrachtungen folgt im Falle n = 2v -[- 1: 

J .-^_.^„. ^ .-\n(x—l) H ^*cos ■ r.lnl«^— 2a: cos ^- r-- +11 

_ aftji 

1 ""äii + i 

18. Man soll 

r dx 

J ^" + 1 
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bereelmen und hierbei die zwei Fälle uiiterBcheideii, wo n eine gerade 
bzw. ungerade ganze positive Zahl ist. Bei der hier vorkommenden 
Partialbruchzerlegung ist zu beachten, daß die Wurzeln der Gleichung 
3:" + 1 = Yon der Form 

3: = coa^ — ^--' +^sln' ^— l^i =y— 1} 

sind. Um die einzelnen konjugierten Wurzelpaare zu erhalten, hat man 
der Zahl 2& + 1 im Falle eines geraden n alle ungeraden Werte von 1 
bis w - 1 zu geben, oder der Zahl k die Werte 0, 1, 2, . . . \{n - 2). 
Im FaUe eines ungeraden w erhält man die einzige reelle Wurzel a; = — 1 
für 2fc 4- 1 = n, während sich die komplexen Wurzelpaare ergeben, 
wenn 27c -f 1 alle angeraden Zahlen von 1 bis m ~ 2 durchläuft, d. h. 
wenn fc = 0, 1, 2, ... -g- (n — S) gesetzt wird. 
Die Wurzel 

Q^ ^ cos —- h ^ Bin - - 

gibt mit der zugehörigen konjugiert komplexen Wurzel 



nach Regel 2, S, 109 Anlaß zu der Summe der beiden Fai-tialbrüche 
_ Ai. + JBi, Ai, — i Bi. 

wo A,+ iB^ nach Regel 1, S. 109 gleich 



Bei Berücksichtigung dieser Wei-te folgt 
Integral wird 






(2fc_+l)^ 



"i''^i/;r,,,„,(-^^+i>-;-/" 



yGoosle 



Rationale Punktionen mit komplexen Faktoren im Nenner. 133 

Das erste dieser beiden Integrale ist nach Aiifg. 8j S. 50 gleich 

co8^- ----In [x^— 2a; eos -—"--■- 4-1), 

das zweite wird gleich 

|sm<'^ + '"^avctg---^^--_^-^^-- (vgl.Äufg.l7,S.130). 

So findet man: 

J^ = ^ 1 eo«*'^+ ^'"In (o:^- 2x<^.'^^^>^- + l) 



Eb sind nun wieder zwei FäUe zu unterscheid en: 

a) Es sei n eine gerade Zahl, n — 2v. 

Die Gleichung a;" + 1 — hat in diesem Falle keine einzige reelle 
Wurzel, die komplexen Wurzelpaare ergeben sich, wie schon bemerkt 
wurde, wenn man in 



Ä — 0, 1, 2, ... l{n~2) setzt, wo \(n — 2) = v—l ist. Hieraus folgt 
im FaUe w = 2-c: 

--jj-j = ^*coB------'~ln(3;^— 2a;cos^ ^-^- +11 

+ - ^* sm arc tg -— ^^^^^— • 

h) Es sei w eine ungerade Zahl, w = 2v -|- 1. 

Die einzige reeüe Wurzel x = — 1 der Uleiehung x"+ 1 = er- 

gibt sich, wenn man m a: = cos ^ !-_i_ j_ ^gmi die Urooe 

2k + 1 ^ n setzt; die komplexen Wurzelpaare erhält man, wie schon 
bemerkt wurde, für ft = 0, 1, 2, . . . ^ (»^ — 3), wo ^ (w — 3) = v — 1 
ist. Die reelle Wurzel ic = — 1 gibt bei -„ -^ Anlaß zu dem Partial- 
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bruch — ■ — XT' ^^^ zugehörige Integral wird ■■-\.r(x+1). Aus diesen 
Betrachtungen folgt im Falle « = Sj/ + 1: 






are ts 



Beispiele zu Aufg. 17 und 18. 

? . .. -^"-'^ .. 

J = —ln{x — 1) + -r- <ios ^ Itt lx^^2x cos -|^ + 1 ) 

~ - sin arc tg - - - ■-'- = -^ 1h (a: — 1) - — ^ In {x^-{- x -\- 1) 
sin — 

20, f-f^-' 

J-^tn{x-i)-jlu(x< + x+l) + lYSarotg^-^'- 

(11 f äx l,a; — 11 , 

Sil. / " i_ri "^ T ^""^T ^arctga:. 

Hier läßt sich der Klammerfaktor bei -^VS mit Hilfe des Addi- 
tion stheore ms der Funktion ai-etga: kürzer ausdrücken (ygl. Aufg. 14, 
S. 78). Man erhält alsdann 

•'-t1»»+! + t^i^StS' " ^'^'^'^ "°* '-'•-' 

23- JM 1 - iliCa: + 1) - ilii(»=-i + 1) +T V3 »■<'tg-"j,7" ■ 
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Älmiich wie bei Äufg. 22 laßt sicii der Klamraerfaktor bei -jV'^ in 



■Q tg -r~—i zusammenfassen. 



25. 



f^' 



Auf dieses Integral wird man aueb bei jytgxdx gefiibrt, denn 
die Substitution tgj = 2* ergibt 

jyi^xdz = 2 l/,^ds. 

26. fj^- 

, 1 t/t;-, x^A-xVä-}-! , 1 , 

+ l (an!tg(2!t-l/3) + arolg(2j;+)/S)] 

Hier ist 

1 <ix 



dx 



Clt^J- 1^ £ 14«-13 J^ 4it+3 

Jlaa: — 1 "63; + l 6 ^' — ffi + 1 ■*■ 2 3;' + j:H-1 



ys 
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28. Wie läßt sich / wo « eine positive Zahl sei auf / 

J x"^a J^' + l 

zurückfahren? 

Man setzt a = h", x = bs und erhält 

1 r_äz JV~a r äz 
Die Substitution x = zy^ ergibt 



,>_a,.os - + i .^+3.co.-^-+i 



+eos-^liil2*-f2?eos" +1)— 2aiii-7?^aretg '^ [ 

md Jiier ist noch z durch x : "(/S zu ersetzen. 



wo wi, w ganze positive Zahlen seien und m < 2n. 
Die Summe der durch die Wurzel 



der Gleichung a:^" +1—0 und die konjugiert komplexe Wurzel 1 : p^^ 
veranlaBtcu Partialbrüche der Zerlegung von a;"* : (1 -[- x^"-) wird 



wo A^+ iB^ nach .Hegel 1, S. 109 gleich 



A,-iB,= ~ 
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ist. Mit Hilfe dieser Werte wird 



J_ _\ Qk J \ et / 



Jt — 2 COS 



¥ 






COS -11 2a:— 



3/j + l 



c ■ In (a:^ — 2 ;E COS - "^^ - jt + 1 j 



^rarctg- -■^-_^- ■■ ■ ■ 

Der gesuchte Wert J des vorgelegten Integrale geht aus J^ durch 
SumniieTen in bezug auf k von fc = Obis fe = n — 1 hervor. 
31. Im Anschluß an vorstehende Aufgabe soll 



i^." 



bestimmt werden , wo wieder «s und n ganze positive Zahlen seien und 
m < 2m. 

Zur Abkürzung werde —^^i^;t = f/j gesetzt. In dem Ausdruck für 



(1) .7^=js^dx = \\va js^dx 
wird 

(2) [!,.(».>- 2«; .»5«.+ i)\'-^'^+Yi^X+'^l''--, 
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woraus für lim d = and lim e = der unbestimmte Weft 2 lim In - 

hervorgeht, es liegt ein singuläres Integral vor. Für ij = f erhält man 
den Hauphoert 2 In 1 = (vgl. S. 61). Da ferner 



gleich JT wird, wenn wir arc tg x auf das Intervall von — f ?r bis -\- jn 
beaehränken, erhält man 

(3) J^=-l^^ cos (m + 1) Kj ■ 2 lim In * -f |- sin {m + 1) «, 

und mit Benutzung der Abkürzung J^ re = ^ folgt 

(4) J"=2j4=-^ (cos(3 + cos3/3 + cos5/3-f--- + cos(2w-l)(3|limlu-^ 

+ -^{sin/5 + sin3^ + sin5^H \-s\a(ßn—\)ß\. 

Die beiden Klammerausdriicke lassen sich nun in einfachere Formen 
bringen; es gelten nämlich, wie später gezeigt werden soll, die Fonneln 

(5) cos (5 4- cos ;S(3 + eos 5^ + ■ - ■ +cos(2w-l),3= "1^^*^^^ 
und 

(6) sin j3 + sin 3/!J -f sin 5/3 H 1- sin(2M - l)(i = "°^'*'' • 

Im vorliegenden Beispiel ist 2nß = (jm + 1) ir, daher sin 2»j3 = 0, 
während sin ^ = sin - — re nur für m + 1 = 2w verschwindet, sonst 
aher — da m < 2n vorausgesetzt wurde — stets ein positiver echter 
Brach ist. Im Falle jw + 1 < 2« verschwindet daher in (4) der Klam- 
merfaktor bei lim In - , im Falle m + 1 = 2m wird er 



Der Faktor von —am (4) wird gleich sin^ - ' jr 
wird also für jeden geraden Wert von m gleich l : sin ^ 
doch m eine ungerade Zahl, so verschwindet der Faktor 
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Im Falle eines ungeraden m stellt übrigens der Integrand af '•.(!-{- x^'') 
eine ungerade Funktion dar und nach Aufg. 6, S. 75 ist für eine solche 
Funktion f(x) stets 

Wir haben somit das Ergebnis: 






äx = ■ ■ XT""' ^^^^^ '"■ ^'■'^^ yeraile Zahl ist, 
= 0, falls m eine tinfferade Zahl ist. 

Zum Schluß mögen noch die oben benutzten goniometr Ischen For- 
meln bewiesen werden. Der Ausdruck (5) für die Summe der Kosinus 
folgt durch Addition der elementaren Formeln: 

n 2 ^ = — 2 sin ^ cos ß 

n4:ß= -2siu^cos3^ 

;nfi/3 = — 2 sin /3 cos 5^ 



sin 2 (n -i)ß -ainSH/i- - 2 sin ^ cos (2w - 1) /J; 
man erhält einerseits nur — sin2w|y, andererseits 

- 2 sin ^ { cos ^ 4- cos 3|3 4 h cos (2n—l)ß]. 

Der Ausdruck (6) für die Summe 

sin/5 + sin3^ + Bin5(3H + sin (2m- l)ß 

folgt in gleicher Weise durch Addition der elementaren Formeln: 
l-cos2(3 = 2ain/3siuß 
coB 2 j^ — cos 4ß = 2 sin 3/J sin ß 
cos Aß — cos 6/5 = 2 sin 5 /3 sin ^ 



cos2(«-1)|3-cos2h(3- 2sin(2K— 1)/Jsin|3; 

dabei ist in der Summe der Unken Seite dieser Gleichungen noch 
1 — eos2w|3 durch 2sin^w^ zu ersetzen. 

32. / — g- dx, wo m, n ganze positive Zahlen seien und m<2w. 

Die Summe der durch die zwei reellen Wurzeln x = l und x 1 
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140 § S' Integration der rationalen Funkfcioneu, 

der Gleichung a;^" — t = veranlaßtun Partialb rü ehe der Zerlegung von 
(E™ ; (a;»" - 1) ist 

1 _ -^11' 
daher 

K dx^:^hi{x- 1) — '^l^'" hl (x -H 1) . 
Die Summe der durch die Wurzel 
i^ = cos ^^^ + i sin ^g^^^ = cos ^ + i sin ^ (vgl. Auf. 17, S. 131) 

und die konjugiert komplexe Wurzel 1 : e^ vei-anlaßten Parti albiüehe wird 

^ _ Ä,+ iB, _^ A-iB, 

WO Äi. + »Bj nach Regel 1, S. 109 gleich 



ist. In ähnlicher Weise wie hei Aufg. 30, S. 13(jf. findet man 

_ ^ 
— — ain-^ — — ^a- arcfcg^-— -j, ■--■ 

und _j 

J"= ^ In (:c - 1) + '" ^^'^ In (3: + V) + _2 -^i^' 

33. Im Anschluß an vorstehende Aufgabe soll 

/ 2„ - ■ d^ 2m<^2n 

bestimmt wei'den; dabei ist der Exponent 2m des Zählers als gerade 
Zahl gekennzeichnet, denn wäre der Exponent eine angerade Zahl, so 
würde Nuü als Wert des Integrals hervorgehen (vgl. Aufg. 31, S. 139). 
In dem Ergebnis von Aufg. 32 ist somit jetzt m durch 2m zu ersetzen. 
Der in Aufg. 32 mit s^ bezeichnete Ausdruck wird jetzt gleich 

:-(x--.)°"_'' 

r _ d^ ^ r dx _ 2 r j^ 3 r dx 

J nW - 1) ~ . J a,' - i - » J I- -- l + ,. J af' - 1 ■ 
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durch die Sabstitution x = 1 : s geht aber das zweite der beiden letzten 
Ijitegriile in - ■ f —^ --"-.- über, ist somit dem ersten entgegengesetzt gleich, 

man hat daher j s^dx ~ 0. 

Mit Rücksicht auf den Ausdruck für t7^ in Anfg. 32 und hei gleichem 
Verfahren wie in Anfg. 31 folgt 

Jj, = i Sjrfa: = ^— COS ■ - ---;i-2limln ■ sin------ ;t. 

Mit Benutzung der Abkürzung - -~— n ^ ß wird 

J=^ Jj-^limln ^ ■ {cos ,5 + cos 2(5 + h eos(K- 1)|5) 

— ''- I sin /J + sin 2j3 4 h sin (^ — 1) /5 ) • 

Hier ist nun 
CO» /i + cos 2/i + . . ■ + CO. (« - l)ß - '"^'l"',^""-" ~ i 

(\gh Teil I, S, 12), wofür jetzt wegen cos nß ^ cos (2m -]- 1):^ = — 1 
auch , „^_j_i , 2W-I-1 



,aO ,-i)^ + c. 



,.(,-^^t>.) + c. 



= cot --- 



,s|S) 3(1- cos ß) 

gesetzt werden kann, ein Ausdruck, der gleich NuU ist. 
Femer ist 
sin ^ + siu2^ + - . . + sinO* ~ 1) ß^'^^- ±^ ^^^f- ^^" " g 

(vgl Teil I, S. 12), wofür wegen sin k(3 = sin (2 m + l):7t = auch 
s in^4-8m(«-l)^ _ dnßa-cosn ß) _ 

3(1-C03ß) -.la-CÜSff 

gesetzt werden kann. 

So ergibt sich schließlich 

(7"= / -T dx ^ — cot ■ (5 = — cot ■ -r- 

ferner folgt (ygl. Anfg, 6, S, 75) 

/ " i« dx ^ - - '^ cot "-"!-— Jj: ■ 
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34, Mit Hilfe der Substitution x^^ = s und unter Benutzung der 
AbfeUrzung — — = p sollen aus den Ergebnissen von Aufg. 31 und 33 
die beiden Formeln abgeleitet werden: 



C) Einige Anwendungen der lategration rationaler Punktionen. Fall 
eines Körpers im lufteriülltea Raum. 

1. Mau soll die Bewegung eines materiellen Punktes Ton der Masse 
m untersuchen, der aus der ftuiielage gegen den Mittelpiuikt der Erde 
fällt; dabei werde angenommen, daß der Widerstand der Luft dem Qua- 
drat der Geechwindigkeit v des Punktes proportional, also gleich c*t)* 
sei. Die Änderung der Besclileuniguiig der Schwere soll nicht berück- 
sichtigt werden. Die Bewegung beginne zur Zeit ; = 0; die zur Zeit t^ 
zurückgelegte Strecke habe die Länge Sj, die dann en-eichte Geschwin- 
digkeit sei Dj. 

Legt man der Richtung der senkrecht nach unteu wirkenden Be- 
schleuuiguDg der Schwere positiven Sinn bei, so hat man zunächst 
(vgl. Aufg. 32, S. 13): 

m ^ — mg — ü'v' oder 

wenn die Konstante c^ : m = li^ gesetzt wird. Hieraus folgt 

-bi(?i + "'^^)p°' oder 



Die Auflösung dieser Gleichung nach «^ ergibt 
oder bei Einfülirung hyperbolischer Funktionen (vgl. Teil I, S. 7) 

(3a) ,,_-'^??aai5i.)_V9sa(tV5,j, 



(3) 
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Fall Pinea Körpers im lufterfülltcii Raum. 143 

WO die Funktion %Q die hyperbolische Tangente, den Quotienten ©in: 
Sd( bedeutet. Da diese Funktion mit wachsendem Argument dem Grenz- 
wert 1 zustrebt (eehoa für x = 2,3 ist %qx^ ^,98), so zeigt die Glei- 
chung (3 a), daß die Geschwindigkeit mit zunehmender Zeit dem Grenz- 
wert f« — Yg : Ic zustrebt. 

Mit ßücksicht auf " = tj erhält man aus (3 a) für die nach Ver- 
lauf der Zeit t^ zurückgelegte Weglänge: 

(4) ., = ^ fr''^''^:'^dt = ^M^o\{Wgt,) 

Fär sehr große Werte von t^ kann ^o\(kYgt^) durch ^e''^^'' er- 
setzt werden und mau findet alsdann 



r,. 



, ln2. 



Bei Auüiieung TOa (4) nach t^ folgt zunäehst 
(4.) s'-._8o((t)/j(,)_-l{e"'«+e->l'«| oder 

e»)^'._e»', +-|/e"'.-l und 

Hier hat die Quadratwurzel das Pluszeichen zu erhalten, denn fßr 
s = oo muß auch t = cx> sein, und dies ist nur der Fall, wenu man das 
Pluszeichen setzt. 

Für sehr gi-oße Werte yon Kj kann 1 bei e^'^'^~ 1 vernachlässigt 
werden, und man findet alsdann 

Die Gleichung (5), die die Auflösung von (4a) nach (^ darstellt, 
kann noch in anderer Weise geschrieben werden. Wie i^mlich die 
Funktion y = cosa: zu der inversen Funktion 3; =^ arc cos y Anlaß gibt, 
so ist die Umkehnang von y = %o\ x die Funktion 

(6) x^%xta^o\mVi^y oder kürzer ic = 9trSofj/. 

Warum man diese Umkehrung als Slrea SofinuS bezeichnet, wird 
in § 15, Aufg. 7 näher ausgeführt; hier soll nur gezeigt werden, daß 
diese Funktion auch durch 

(7) «t Eo( j, _ In (s + ^/f^l) - ± In (9 + l/j'^1) 
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definiert ist, wo das Plus- oder Minuszeichen zu stehen liat, jo nachdem 
X positiv oder negativ ist. Aus 

■|-(e^+ e""') = ^o\x = y und -iif"— e"^) = ©in j; 

folgt nämlich unter Benutzung der Beziehung ©iit^x = So^^ x — \ die 
Gleichung 

e' = ©D^ a; -f ®in x^y ± Yt/ ~ 1 , 

wo die Quadratwurzel das Plus- oder Minuszeichen zu erhalten hat, je 
nachdem x eine positive oder negative Zahl ist, denn die Funktion 
Sin X hat mit x gleiches Vorzeichen. Durch TTbergang zum Logarith- 
mus ergibt sieh 

x^ln{y±yy^^^l); 

ist, wird 

1« (s - VF^i) - - 1« (s + Vf-i) 

und man hat somit 

X-^±ln{y+yy^- 1) = Sir Sof j/ . 
Almlich folgt als Umkehrung von y ^ ©in x die Funktion 

(8) x = %x®xny^ In (y + Vf'+l.), 

wobei die Wurzel das Pluszeichen zu erhalten hat, weil liof x = y-tf -^ 1 
stets positiv ist. 

Mit Rücksicht auf (6) und (7) kann man also die Auflösung (5) 
der Gleichung (4 a) in der Form 

(9) (, = ■ ^-SlrlSoIe*''^ 
achreiben. 

Um die Beziehung zwischen s und v zu erhalten, beachte mau, daß 
sich in (1) die Ableitung -.- auch durch ^t '^ ^ d' ß^'^^^^^" '^l^''- 
Alsdann ergibt sieh 

V ,= g — Ic^v" um 
daher 

(10) s,^±,ln^J^,-, und ,, = 1^F1-V'--... 

Die vorstehend entwickelten Formeln lißnnen auch bei Körpern, 
die im lufterfüllten Räume fallen, als angenähert richtig angesehen 



1 J g — k'v^' 
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Fall eines Körpci's im lufterfällteii Eaam, 145 

werden. Eine Schwierigkeit ist hierbei stefe die Bestimmung des Luft- 
widerstandes. Schon Newton nahm auf Grund von Versuchen mit ge- 
radlinig bewegten Platten an, daß der Luftwiderstand dem Quadrat der 
Geschwindigkeit proportional sei, und diese Annahme dürfte für Ge- 
schwindigkeiten von 1 bis 20 m/aek zutreffend sein.^) Der genannte 
Widerstand hängt ferner Ton der Größe, der Gestalt und dem Gewicht 
des fallenden Körpers ab und selbstverständlich auch von der Dichtigkeit 
der Luft. Eine genaue Formel für diese Abhängigkeit ist noch nicht 
gefunden; man pflegt die Abhängigkeit zum Teil durch die schon vor- 
hin benutzte Konstante h^ auszudrücken, indem man 

(U) *.'="'/ 

setzt, wo der Faktor x, der sogenannte Widerstandskoeffizient, von der 
Gestalt des fallenden Körpers und auch von dessen Geschwindigkeit v 
abhängt; im folgenden wird die Abhängigkeit von v vernachlässigt. 
Die Größe y ist das Gewicht von 1 ebm Lnft, das fih- trockene Luft bei 
einer Temperatur von 0" C und bei 760 mm Barometerstand 1,293 kg 
beträgt; F ist der in qm auszudrückende Fläeheninhalt des größten zur 
Bewegungsrichtung rechtwinkligen Querschnitts und Q das in kg an- 
zugebende Gewicht des fallenden Körpers. Die Größe y ist natürlich 
nicht konstant, sondern außer von Temperatur und Barometerstand auch 
von der Feuchtigkeit der Luft, der geographischen Breite und der Höhe 
über der Erdoberfläche abhängig. Man kann für y einen mittleren Wert, 
etwa 1,225 annehmen. Dieser würde einem Barometerstand h — 760 mm 
und einer Temperatur & = 15" C entsprechen, oder z. B. dem Werte- 
paar i - 740, © = 7,5 oder h = 720, @ = 0. 

Der Koeffizient x ist ein reiner ZaTilmfaldor , also unabhängig von 
den gewählten Einbeiten, denn bei Einführung des Wertes x in die 
Gleichung (1) erhält mau 



und hier muß jedes Glied der Gleichung die Dimension einer Beschleuni- 
gung haben. Diese Dimension ä ist abei li'^, wenn / eine Lange, t die 
Zeit bedeutet; daher muß auch fui x) Fv^ Q die Große ä gleich It"^ 

1) Vgl. Ä. Budaa, Vorträge über Theoiie und Bau der Flugapparatt 
Wien 1909, S. 34. Bei sein- kleinem Betrage der Geschwindigkeit v kana mau 
den Widerstand der eratea Potenz von v propurtional setzen, bei Gesi twindig- 
keiten von 340 bis 400 m/sek der dritten bis fantten Potenz Bei grcßeren Be 
trägen von ti befolgt der Widerstand wieder em quadratisches Gesetz mit an- 
derem Werte des ProportionaliUtefaktora Vgl hierzu auch die Artikel über 
Agrodynamik von S. Finstcrwalder und iiber Ballistik \on C Cranz in der 
Enzyklopädie der matliemati sehen Wissenichaften Bd IT, Teilband 3, besonders 
S, 160—170 und 8. 195—199, \ gl teiner Fußnote 1 zu S M7 

Dingeldej-: Differential- lt. IntagMlis^liQ mg II 10 
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sein. Nun hat aber ;■ als Gewiclit einer Volumeinheit die Dimension 
G : V', wo G ein Gewicht bedeutet; die Größen F, v, Q haben der Reihe 
nach die Dimensionen V, lt~^, G, für yFv^ : Q folgt also 

somit muß K eine reine Zahl sein. 

Der Koeffizient x ist für zahb^eiche Körper durch Versuche be- 
stimmt worden, vor mehreren Jahren von F. von Locßl, neuerdinfra 
von G. Eiffel/) dem Erbauer des nach ihm benannten Turmes in Paris. 
Nach P. von Loeßl ist x == 1 zu setzen, wenn der fallende Körper auf 
seiner unteren Seite durch eine rechtwinklig zur Beweguugsrichtung 
gestellte Pläche begrenzt wird, die mit einem erhöhten, überall gleich 
hohen Bande umgeben oder konkav gestaltet ist. Für den Fall einer 
ebenen Fläche ohne erhöhten Band ist z ein echter Bruch. Wir teilen 
einige Werte von % mit, die von G. EiffeP) gefunden wurden; sie sind 
durchweg kleiner als die von P. von Loeßl gefundenen Werte. Außer- 
dem zeigte sieh, daß x mit F um einen unbedeutenden Betrag wachst. 



Torm der Fläche *' 


Werte tou 


Quadrat 


10 X 10 cm 


0,52 


„ 


25 X 25 cm 


0,536 


„ 


100 X 100 cm 


0,631 


Kecliteok 


30 X 15 cm 


0,560 


„ 


45 X 15 cm 


0,568 


,j 


90 X 15 cm 


0,692 




90 X 10 cm 


0,6 


„ 


90 X 4,öcm 


0,696 


Kreissoheibe tob 25 


cm Durclimesser 


0,628 


Kugel von 25 


cm Durchmesser 


0,088 


Halbkugel ym 26 


cm Durchmesser 




Wölbung nach unten 


0,168 


Höhlung nach unten 


0,664 



Ist der fallende Körper eine Kugel, so strebt ihre Geschwindigkeit 
dem Grenzwert v™ = y^ : h zu, und man findet mit Rücksicht auf (1 1 ), 

F L ß D LuftwideratandE-GesetKe, der Fall durch die Luft 

d V fl g V SB6 8. 81 und 242—283; G. Eiffel, Der Laftwider- 

d d d F g b von F. Hntli, Berlin 1912. 

tatt b E 1 die Schreibweise s oder ÜK {&. a. 0. S. 42); um 

h h ie Eifielechen Größun K mit 8 multipliziert. Für 

dj Z h w S. 43—45, 76-80, 139-144. 
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daß vt dem Produkt aus der Länge des Radius und dem Gewicht der 
Volumeinheit der Kugel proportional ist. Auch bei der Aufgabe, die- 
jenige aufwärts gerichtete Geschwindigkeit der Luft zu bestimmen, die 
erforderlich ist, um einen in ihr schwebenden Körper im Gleichgewicht 
zu halten, also sein Niedersinken zu yerhütea, gelangt man zu einem 
Ausdruck, der große Analogie zu v^ = Yg : h zeig-t. Man nennt diesen 
Ausdruck die ScI/uehgesehwindig'keit; bei pneumatischem Materialtrans- 
port ist ihre Kenntnis wichtig. Hat der betreffende Körper die Gestalt 
einer Kugel, so ist auch hier das Quadrat der Schwebegeschwindigkeit 
dem Produkt ais dei Lm^'e des UadJus und dem Gewicht der Volum- 
einheit der Kugel proportional.') 

2. Mit Benutzung dei Ergebnisse der vorstehenden Aufgabe be- 
stimme man die Ge'^chwmdigkeit, die eine aus der Ruhels^e fallende 
Platte TOD 2 kg Gewicht nach 2 Sekunden erreicht, wenn die Platte auf 
der nach unten gekehlten Seite durch eine wagrechte quadratische 
Fläche von 1 qm Inhalt begrenzt wird. 

Mit x = 0,631, 7 = 1,225, F=l, ^ = 2 wird nach (11) fc^ = 0,386; 
ferner findet man Yg-Ji =- 0,038, JcYg'^ 1,947. Nach Gleichung (3a) 
■wird somit v^ = 5,038 • 2:9 3,894 - 5,038 ■ 0,999 = 5,034 m/sek., und 
dieser Wert ist kaum verschieden von dem gi-ößteu Wert w„ =y^:ft 
= 5,038 m/sek, den die Geschwindigkeit dieser Platte nach (3 a) über- 
haupt eiTeichen kann und theoretisch erst nach unendlich langer Zeit, 
praktisch nach 2 Sekunden erreicht, 

3. Auch auf das Problem des Fallschirms lassen sich die Ergebnisse 
von Äufg. 1 anwenden. Dabei werde angenommen, daß der Fallschirm 
die Gestalt einer Halbkugel habe, die ihre Höhlung nach unten kehrt. 
Es wird gefragt, wie groß der Radius r dieser Halbkugel sein muß, 
wenn der FaUschirm aus der Ruhelage fällt und seine größte Geschwin- 
digkeit ü„ gleich 5 m/sek sein soll. Das Gesamtgewicht von Passagier 
und Fallschirm betrage 100 kg. 

Hier ist « = 0,664, y = 1,225, F^ r'^r, Q = 100; ferner ist 



/r=)(^ und«„ 



_1^ 






Bei Einführung der Zahlenwerte erhält man die Gleichung 

- T / 9,81 ■ luö "" , 1-1 / 9,81. 100 " ,-, ,,(, ,, , 

5 = V 0,664. V.25r- . ^'^« »^ "^ '6 K 0,66^.1,225 . = '''^^ Meter. 

4. Man untersuche nun die Bewegung eines materiellen Punktes, 
der zur Zeit ( = mit einer Anfangsgeschwindigkeit Dj, von der Ober- 

1) Vgl. V. Blaess, Die Strömung in Röhren und die Eereclinmig weit- 
verzweigter Leitungea und Kanäle, Jlünclien und Berlin 1911, S. 113 — 115. 
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fluche der Erde aus vertikal in die Höhe go schleudert wird; der Wider- 
stand der Luft sei hierbei wieder proportional dem Quadrat der Ge- 
schwindigkeit V des Punktes, also etwa c^v\ Die Änderung der Be- 
schleunigung der Schwere soll nicht berücksichtigt werden. 

Legt man der sieh vertikal aufwärts erstreckenden Richtung das 
Pluszeichen bei, so ist hier 

m V B = — mg — c !■ oder 

0) 57. -«--(" + ''"). 

wenn c- ; m = Ä;^ gesetzt wird. Durch Integration fo^t 



(2) 



/"■' dv 1 ( , kv„ , kv,\ 

— / — r ,-,- -. = - ^ I arc tg —S -- arc tg — = \ 



wofür auch nach Aufg. 14, S. 78 

(2a) f,=^ \- arc tg i>^i^o -3) 

gesetzt werden kann. Die Auflösung dieser Gleichung nach i"; ergibt 



So groß ist die Geschwindigkeit, die der materielle Punkt nach 
Verlauf der Zeit i^ noch hat. Unter Benutzung von ">>=], erhält ntau 

die alsdann zurückgelegte Weglänge 5^ = / ^"^'j w" für v der Ausdruck 

(3a) einzusetzen ist. Mit Hilfe der Formel j ^ J^^ ät ^hi f{t) + c er- 
gibt sich: 

^ ''■' Vg 

Der materielle Punkt steigt bis seine Geschwindigkeit zu Null ge- 
worden ist; die zugehörige Zeitdauer T wird nach (2a) 

(6) 
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Fall eines Körpers im luftorfüUtea Eaiim. 149 

Die höchste Höhe, die der Punkt überhaupt erreicht, ergibt sich 
aus (4) mit Hilfe vou (5); sie wird 

■■ - k^ r g 2k^ g 

Zur Ableitung einer Beziehung zwischen S; und v^ bringt man. die 
Gleichung (1) in Verbindung mit -yr = w; durch Elimination vou äi aus 
beiden Gleichungen erhält man 

somit 

'■*-' ■'l J tj^-kH-^ -ik'-"-^^ g + JtW 

Auch aus dieser Gleichung folgt (6) für v■^ = 0. 

Es liegen nun einige Fragen nahe, die noch beantwortet werden 
sollen, wenn auch keine Integration hierbei erforderlich ist, nämlich: 

Mü welcher Geschwindigjceit w^' hekrt der von der Erdoberfläche a/us 
vertikal in die Höhe geschleuderte materidle Tunkt wieder sur Erdober- 
fläche surück und welche Zeit ist au diesem ZurilcIsfäUen erforderlich? 
Ist etwa V(|'= Vf, oder, wenn dies nicht zutrifft, in welchem Verhältnis 
steht die Größe «u' zu v^? Ferner wirft sich die Frage auf, ob die 
Dauer T des Aufsteigens großer ist oder die Bauer T^, des Fallem bis 
mm Ausgangspmikt. 

Zur Beantwortung der Frage nach der Geschwindigkeit v^ hat 
man nur die durch (6) gegebene Steighöhe 8 in die zweite dei' beiden 
Gleichungen (10), S. 144 einzutragen. Mit Rücksicht auf 

findet man 

die Geschwindigkeit v^, mit der der matei teile Punlt die Eiäoherflächs 
wieder erreicht, ist daher kleiner cds die Geschuin^lmt v^, mit der er 
in die Hohe gesdilmdert wwrde. 

Zur Berechnung der Zeit Tg, die der materielle Punkt braucht, um 
beim Fallen aus seiner höchsten Höhe wieder an der Erdoberflache ein- 
zutreffen, hat man in der Gleichung (9), S. 144 für Sj = iS den durch 
(6), S, 148 gegebenen Wert einzutragen und dann nach t^^i^= T^) aufzu- 
lösen. Man erhält zuimchst 
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daher ©in (k Yff T^) = hv^ : (+ 'V <j) und 

(9) k Vg l'n ^ atr ©m ■"= = la — "-^-*^--- -" ^-^ , 

+ V9 V9 

während die Steigdauer T nach (5), S. 148 durch 

(10) kYgT-wii^-^-'^ 
bestimmt ist. 

Mit Rücksicht auf 

-, ©in X ©in ic 

» (Soja; -|-)/i + ©m'Ä 

läßt sich die Gleichung (9) in der Form 

(U) 'ky'~gT.^%x%a, ''""'• 

• ^ ^^ " ^+Vy^!^%' 

achreiben, wo die Funktion 3(r Sg die Umkehrung von 7/ = Stg a: darstellt. 
Dabei ist allgemein « = Sit Xg ^ = -^ hi - _^^ , denn aus 

j/ = STg :b == ©in x : ^o\ x 
folgt 

also 

1 — 1/ UDJaf — ©ina: e"^ 
und 

(12) Src^lnJ-^^, a: = Sit Xg j/ - 4" 1" J i"; ' 

Die Gleichung (10) nimmt hßi Einführung der Fmiktiun are sin 
an Stelle von a.rc tg die Gestalt an 

(13) 7£l/ÄT = aresin ,':''°__ , 

und wenn man zur Abkiir/.ung l'Vf^ '■ -i-yfi + k^v^^^ s setzt, ist also 
naok (11) und (13) 

(14) il/j^o-atSj«- j ln[ + ':, J'V'jJ'-arcsins. 

Diese Grleichungen zeigen, daß T < Jg ist, denn die Reilieiient- 
wiclilung der Funktionen Str %^ z oder — in ■-'__ _ und arc sin s er- 
geben naolj Teil I, S. 81 und 94: 

Sic Ig 2 - i In lAi _ » + i + 4 + ■ ■ • 
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für alle positive und endliclie 3 ist also tatsächlicli arcsiii:? < SltSg 2, 
d. h. nach (14) T <. T^, die Zeitdauer T des Aufsieigms ist Meiner ais 
die Falldauer T^. 

Hätte man den Widerstand der Luft nicht berücksichtigt, so würde 
man Tf,= T, Vf^' ^ v^ gefunden haben; der Durchgang durch eine und 
dieselbe wagreclite Ebene würde beim Steigen und B'aUen mit gleicher 
Geschwindigkeit erfolgen. 

Die Staukurve. 

1. Die Integrale in Äufg. 19 und Aufg. 21, S. 134 kommen bei der 
Ableitung der Gleichung der sogenannten Stauhurve vor. 

Wenn sich Wasser in einem Fluß oder Kanal gleichförmig bewegt, 
also die mittlere Geschwindigkeit') in einem jeden zur Bewegungsrich- 
tung des Wassers rechtwinkligen Querschnitt dieselbe ist, müssen diese 
Querschnitte {Querprofile) einander kongi'uent sein, die Wassertiefe muß 
in jedem von ihnen dieselbe sein, und die Sohle des 
Flusses muß überall dieselbe Neigung a haben (vgl. 
Fig. 39, die ein Längsprofil des Flusses darstellt). Das 
Gefälle veranlaßt also hier keine Zunahme der Öe- iig. 33. 

schwindigkeit, sondern bewirkt nur die Überwin- 
dung des Reibunffsiidderstandes. Dieser ist proportional der Länge ( 
der betrachteten Flnßstrecke, dem benetzten Teil u des Umfanges des 
Querprofils und dem Quadrat der mittleren Geschwindigkeit v, umge- 
kehrt proportional dem Flächeninhalt F des Querprofils und der Be- 
schleunigung dei' Schwere g. Ist k das zur Strecke l gehörige absolute 
Gefälle, so findet also eine Gleichung statt von der Form 

(1) i'-ti-;. ;', 

wo 5 einen Erfabrungsko effizienten bezeichnet^), den man im Mittel 
gleich 0,008 setzen kann, wenn die in (1) vorkommenden Längen in 
Metern angegeben sind (vgl. hierzu übrigens S. 157). 



1) Bekanntlicli ist ja die Geschwindigkeit der Waaseiteilclien au den ver- 
schiedenen Stellen eines und desselben Querschnitts vetachieden, insheaondere 
andei't sie sich längs einer und derselhen Vertikalen (vgl. Teil I, S. 117;; deshalb 
wird hier von einer mittlereii Geschwindigkeit gesprochen. 

2) Der Koel'fiaient J ist von F, u, dem relativen Gefälle h : l und einer 
„Raubigkeitsaatl"' n abhängig. Meistens wird die Gleiehung (1) in der nach v 

aufgelösten Form v=y-S-YRJ=kVEJ geschrieben, wo J=h--l das rela- 
tive Gefälle, Ji = F:u den Profilradius oder die mittlere bydranlische Tiefe be- 
zeiclmet, während h =T/^ eine Größe ist, deren Abhängigkeit von J, B nnd 
der Rauhigkeitszahl n durch die heute am mi-isten gebrauchte Formel von 
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Bei der «ngleicliformigen Bewegung ändert sich die im Querproiil 
des FluBses beflndliclie Wasserfläche F von einem Querprofil zntn 
anderen. Wenn also im übrigen die Gestalt des Querprofils überall die- 
selbe ist, muß sieh die Wassertiefe ändern, damit in der Bewegung des 
Wassers ein stationärer Zustand eintreten, also diircli jeden Querschnitt 
in der Zeiteinheit gleichviel Wasser strömen Itann: das Produkt aus 
dem Inhalt F und der zugehörigen Geschwindigkeit v 
muß konstaut sein. 

AVäre kein R^ibungewiderstand vorhanden, so würde 

^'^■*'' zwischen der Geschwindigkeit u^, mit der das Wasser 

in den Querschnitt F^ der Flußstrecke eintritt und der Geschwindigkeit 

v^, mit der es aus dem Querschnitt F^ austritt (Fig, 40), nach einem 

Grundgesetze der Hydrodynamik die Beziehung stattfinden 

(2) ^-"1^=20^ oder fe = -^^-~!''', 

wo k das absolute Gefälle des Wasserspiegels bedeutet und die Aus- 
drücke v^:2g, v^:2g die zu den Querschnitten T^ und 7^; gehörigen 
„Geschwindigkeitshöhen" sind. 

In Wirklichkeit ist aber ein Reib ungs widerstand vorhanden, und 
es wird daher nicht das ganze Gefälle h wirksam gemacht, sondern 
nach (1) wird ein Teil \^ t,l ^ -^ durch Reibung aufgezehrt. Dabei 
ist ü die mittlere Geschwindigkeit zwischen v^ und v^, also '' = -2-(i'i + %), 
F die mittlere Wasserfläche \{F^ -\- F^ der Querschnitte, w der Mittel- 
wert des benetzten UmfangSj die Einführung dieser Mittelwerte ist 
natürlich nm- gestattet, wenn die Flnßstrecke l entsprechend kurz ist. 
unter dieser Voraussetzung geht die zweite Gleichung (2) über in 

Bei längeren Strecken oder wenn die Sohle keine Ebene ist, muß man 
die Flußstreeke in einzelne Teile zerlegen und auf jede Teilstrecke die 
Formel (3) anwenden. 

Wir woRen nun annehmen, daß das Wasser durch ein in den Fluß 
eingebautes Hindernis, z, B. ein Wehr oder einen Brückenpfeiler gestaut 
wird, und es fragt sich alsdann, welche Gestalt der Wasserspiegel im 
Längsprofil oberhalb des Wehres annimmt, man soll m, a. W. die Stau- 

E. GanguiUet und W. E. Kutter dargeatelU wird. Es gibt übrigenB noch 
zahlreiche andere Ausdrücke für die Größe h der „Cliezy-Ey telweinsclien 
Formel" v^^k^MJ; wir verweisen hierfür auf die Lehrbücher, 7,. B. auf den 
Artikel von J. F. Bubendey über praktische Hjdra,ulik im Handbuch der In- 
genieBiwissenscliaften, 3. Teil, 1. Bd. der 4. Auflage, LoipEig 1911, S. 494—616. 
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hurve bestimmen.^) Dabei setzen wir, um überhaupt eine aüalytiscbe 
angenäherte Losung der Aufgabe geben zu hönnen, voraus, daß der 
Querschnitt des Flusses regelmäßig gestaltet sei und der Flußlauf 
keine Krümmung mache; natürlich gelten auch alle bei Ableitung der 
Formel (3) gemachten Voraussetzungen. Außerdem soll im folgenden 
die Stamc^te bestimmt werden, d. h. die TOm Wehr ab gemessene Länge 
der Strecke, ^gs deren der Wasserspiegel infolge der Stauung ge- 
hoben wird. 

Wir legen der Betrachtung ein Längsprofil des Flusses zugrunde 
und wählen in ihm als Koordinatenanfang die Stelle der Flußsohle, 
au der der Aufbau des Wehres beginnt. Die positive Richtung erstrecke 
sich bei der wagrechteu a;-Äehse nach links, wenn der Fluß von links 
nach rechts fließt, bei der senkrechten j/-Achse nach oben. 

Das Querprofil des Flusses sei zunächst ein Rechteck von so großer 
Breite h, daß der benetzte Umfang u ohne wesentlichen Fehler durch 
die Breite b ersetzt werdeu kann. 

Bei Anwendung der Formel (3) auf zwei im Abstand x und x-i-dx 
von der ^- Achse behndliche Querschnitte ist h durch dy zu ersetzen, 

(durch dx; bedeutet ferner v die mittlere (Geschwindigkeit im 

ersten der beiden genannten Querschnitte, so ist die im zweiten v + dv, 
in Gleichung (3) wird mau also % — v + dv, «^ = « setzen Alsdann wird 
u/— v^'=(%— Il^)(«3-|-«^)= — dv(2v-\-äv), wofür bei Vernach^esigung 
des Gliedes mit dv^ einfach — 2vdv zu setzen ist, so daß aus (3) die 
Gleichung 

hervorgeht 

Es sei nun a die Tiefe des ungestauten Wassere, t die Tiefe des 
gestauten Wassers'^) an dem zur Abszisse x gehörigen Querschnitt, «!„ und 
V seien die zugehörigen Geschwindigkeiten. Ist alsdann Q die in der 
Zeiteinheit durch einen Querschnitt fließende Wassermenge, so besteht 
die Beziehung 

(5) Q = Vaab = vtb, 
woraus duixli Differentiation 

(6) vdt + tdv^O und vdv = --jdt 

folgt. Vermöge dieser Gleichung läßt sich anateile von dv das Diffe- 
rential dt in (4) einführen; außerdem wollen wir auch dy durch dx und 

1) Vgl. auch den vorhin erwähnten Artikel von J.F. Buhendey, S. 525— 5ö0; 
femer W. Keck, Vorträge öher Mechanik, 2. Teil, 3. Aufl., bearbeitet von L, 
Hotopp, Hannover 1909, S. 328—339; A. Föppl, Vorlesungen über technische 
Mechanik, 1. Bd., 3. Aufl., Leipzifc 1905, S. 394—401. 

2) Es sei noch einmal besonders hervorgehoben, daß bei der folgenden 
TJntersuchnag die Größe f nickt, wie sonst häufig, die Zeit bedeutet. 
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dt ausdrücken. Dies kann geschehen, indem man die zur Abszisse x 
gehörige Ordinate KL = y l^Fig, 41) des Punktes L der Staukurve be- 
trachtet Offenbar ist 

(7) y = xtgtt-\-t, also dy = dx tga i- dt, 

so daß (4) mit Rücksicht auf (6) in 



oder L 

(8) 



'Ji- SSO 



)fix. 



-('-^ 



dt 



übergeht. Auch die Geschwindigkeit v läßt sich aus dieser Gleichung 
entfernen, denn nach (5) ist v^= a^v^,^: fi. Wenn man femer beachtet, 
daß für den nicht gestauten Querschnitt von der Tiefe a und vom 
Fläeheninbalt F^ das relative Gefälle v- = fcga ist, so folgt im Hin- 
blick auf (7), daß für diesen Quer- 
schnitt -=— verschwindet: ist u„ die zii- 

dx ' "^ 

gehörige Länge des benetzten Umfangs, 
so wird nach (8) 




tg«-£-;-. 



- = 0. 



Diese Gleichung liefert für v^^ : 2g 
den Wert F^^ sin a : ^u^ , der angenähert durch ah sin a : t,h oder a sin a : £ 
ersetzt werden kann. Dalier ergibt sieh 



und wenn man diesen Ausdruck in die Gleichung (8) einführt und i 
ihr u : F dureh h-.ht^ l:i ersetzt, folgt 

(8a) 
oder 



ig«ii^-^d.^-{i-'-^p)^i 



(9) - tgniii (itraV"-'"-i'_Vi'"> 

wobei zur Abkürzung — = m^ gesetzt wurde. Daber wird 

(10) -a:tg«-J']'-^"f<Ji+C. 

Dieses Integral ist nacb Regel 1, S. 109 zu verwandeln in 

(10.) J\i+'^.z";)dt-t+(ß'-''>')f/_l„., 
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WO nun i3a8 Integi-ai der rechten Seite Ton (10a) durch die Subetituticm 
i : a ^ T in — ^ / --,— y übergeht, und dies ist durch Äufg. 19, S. 134 
erledigt. Mit Rücksicht hierauf folgt 

Die Integrationskon Staate läßt sich bestimmen, indem man z. B. 
annimmt, daß die am Wehr (x = 0) vorhandene Wasaertiefe t = H be- 
kannt ist. Man erhält schließlich zwischen der Ahszisse x und der 
Wassertiefe t die Beziehung 

(12) xiga = II~t 

+ ^--:- 1 1^ (^^-^^^^E - 1/3 (arc tg ^^^t-" - arc tg ^+ »■) ) , 

wobei der Faktor von — "|/3 nach Äufg. 14, S. 78 durch 

arctg. ._''(^-*lV^__. 
°2Ht-\-a{ii->rt)^2a^ 

ersetzt werden kann. Auch würde man in der linken Seite der Glei- 
chung (12) anstelle von tg« das zum Winkel a gehörige Bogenmaß a 
setzen dürfen, da der Winkel c. eine kleine Größe ist. 

WiU man die Gleichung der Staukui-ve in den Koordinaten x, y 
haben, so ist t in (11) und (12) nach (7) durch y ~ x tg« zu er- 

Bs mögen hier noch einige Untersuchungen angereiht werden, die 
zwar nicht in das Gebiet der Integralrechnung gehören, aber an (11) 
und (12) anknüpfen und Interesse verdienen. Zuvor sei aber daxan er- 
innert, daß bei den vorstehenden Ableitungen gewisse Voraussetzungen 
gemacht wurden, die in der Wirklichkeit nicht strenge erfüllt sind. Es 
wurde z. B. für die Geschwindigkeit ein Mittelwert eingeführt, u durch h 
ersetzt, die Größe % als konstant betrachtet, während £ im gestauten 
Wasser jedenfalls einen anderen Wert hat als im ungestauten. 

Zur Bestimmung der schon S. 153 erwähnten Stauweite ist in (12) 
t = a zvL setzen; man erhält alsdann x = oo, d. h. der gestaute Wasser- 
spiegel geht erst in unendlich großer Entfernung in den ungestauten 
über, ein praktisch wertloses Ei^ebnis. In Wirklichkeit wird es ge- 
nügen, den Anfangspunkt der Staukurve in dem Teil dei' Kurve anzu- 
nehmen, in dem t nur wenige Zentimeter größer ist als a. 

Zur Untersuchung einer Kurve sind bekanntlich die zwei ersten 
Ableitungen -p und ^-j wichtig; sie mögen daher zunächst bestimmt 
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Nach (71 ist -7^ = ^«+ ^-, -,-? = ,- ,; mit Llüeksicht 
imi (9) erhält man also 

und dieser Wert ist im Intervall tt<( und für a=^m ein echter Bruch, 
denn die Neigung a der Flußsohle ist in Wirklichkeit meist gering, also 
tg« jedenfalls ein kleiner echter Bruch. Aus (13) folgt 

d^y (a'— m°)3tHgK df _ 3(«^— tii.»)tä_(f^— a')tg^ 

d~x^~ (t' — m'y' dx~ ~ "((' — m"'}^" " ' 

das Vorzeichen von . -^ stimmt daher mit dem Vorzeichen des Wertes 

{a^~m^'){t^~a^):{f — m^) überein oder da innerhalb der Stauung »< ( 
ist und nur die der Stauung entsprechende Strecke der Kurve (12) be- 
trachtet werden soU, hat -,-^ innerhalb dieser Strecke dasselbe Vor- 
zeichen wie («.' — m^) ; (('— m*), also wie ^- Jedenfalls hat daher 

^~ einen positiven Wert, so lange m-Ca ist oder, wegen m^ — -r , 

so lange 2 sin k < g ist. In diesem Falle kehrt die Kurve ihre konkave 
Seite nach oben. Mit dem schon früher erwähnten Mittelwert 0,008 
für £ würde sin a < 0,004 folgen, das relative Gefälle wäre alsdann 
kleiner als 1;250.^) Die Bedingung m < d läßt sieh übrigens auch 
mit Hilfe der schon benutzten, nur angenähert richtigen Beziehung 
-~ = — j.- - auch durch Vf,^<. ag ersetzen. 

Im Falle m -= a folgt aus (12) die einfache Gleichung ic tg w = H~ t; 
da aber t'=y — xiga ist, erhält man nun als Staukurve die wagrechte 
Gerade y = H. 

Besonderes Interesse bietet der Fall m>«, d.h. 2 8inß>5^ oder 
auch -^ > a, die Wassertiefe a ist dann kleiner als die doppelte Ge- 
sehwindigkettehöhe. Pur den Wert t ^ m wird hier ^ = 00 , die Kurve 
hat also eine vertikale Tangente, und tatsächlich ist der Wa^erspiegel 
an der entsprechenden Stelle nahezu senkrecht, es findet ein sogenannter 
Wasser^prung statt, eine Erscheinung, die im Jahre 1819 von dem 
Italiener G. Bidone^) beschrieben wurde. Im Intervall a <.t <im ist 
-T— ä positiv, im Intervall t'>m negativ; oberhalb der Sprungstelle kehrt 

1) Dieser Fall liegt meisteDS in der Natur vor; so ist a, B. das relative 
Gefälle desElieins bei Mannlieim 1 : 10000, von Bingen bis Bacharaeh etwa 1:3060, 

2) Vgl. dessen Abhandlung Esptäriences snr le remon et snr la propagation 
des ondea in den Memorie della reale accademia delle scienze di Torino, Bd. 25 
(1820), S, 21. 
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also die Sbaukurve die konkave Seite nach oben, unterhalb der Sprung- 
steile die konvexe Seite. 

Auch die Höhe des Wassersprimgs läßt sich angenähert bestimmen. 
Nimmt man nämlich au, daß die Wasaertiefe in nächster Nähe des 
Waesersprungea , a,ber oberhalb desselben mit der Tiefe a des unge- 
stauten Wassers übereinstimme, eine Annahme, die meist angenähert 
richtig ist, nnd nennt man (j die Tiefe des Wassere direkt unterhalb 
des Sprunges, d,, und v^ die zu a und ij gehörigen Geschwindigkeiten, 
so ist nach {2) 

' ' '^ " ~"äs ~ "23" 

Da ferner durch, jeden Querschnitt in der Zeiteinheit gleich viel Wasser 
strömen soll, ist aVg= t\t^, also », = aVf^iti und 

L _ a = ^ (V — ^-) = «S-i (A^ — ^^) 

oder nach Wegheben des gemeinsamen Faktors ^j — a: 

2gL^-v^H,^av.\ somit i, = ^«-±-1^I±1^*'.''p", 

wo bei der Quadratwurzel das Pluszeichen ku setzen ist, denn audera- 
falla würde (, negativ werden. Für die Höhe des Wassersprni^s erhält 
man daher als angenäherten Ausdruck 
(15) (, - « _ Vi»._V5l+K7-_i^ . 

Wir möchten bei dieser Gelegenheit darauf hinweisen, daß die Er- 
gebnisse der vorstehenden Untersuchung nur theoretische Bedeutung 
haben, also nur als eine erste, in vielen Fällen unbefriedigende An- 
näherung an das wirkliche Verhalten aufgefaßt werden dürfen. Lassen 
sich doch bei derartigen Untersuchungen keineswegs sämtliche Einflilsse, 
die durch die Reibung des Flusses au den üferwänden, im Flußbett 
oder durch die gegenseitige Reibung der Wasserteilchen hervorgerufen 
werden, mathematisch formulieren. Der auf Seite 151 eingeführte Er- 
fahrungskoeffizient t, wird überdies in Wirklichkeit nicht einmal für 
eine kurze Strecke des Flußlaufes konstant sein; er wird sich außerdem 
auch mit der Zeit ändern, da im Flußbett fortwährend kleinere oder 
größere Änderungen vorkommen. Der früher erwähnte Mittelwert 0,008 
für t, kann eigentlich nur darüber Auskunft geben, von welcher Größen- 
ordnung etwa t, ist. Vgl. auch die Fußnote 2) zu S. 151. 

2. Es soll nun dieselbe Aufgabe wie bei 1 durchgeführt werden 
für den Fall, daß das Querprofil des Flusses eine Parabel ist oder ein 
Trapez, an dessen Stelle aber eine Ersatzparabei treten kann.') 

1) Über die ßeBtimmung dieaer Ersatsparabel vgl. J. F. Bnbendej, Artikel 
Übel' praktiaclie Hydraulik im Handbucli der IngeuieurwisBeusühaften , 'i. Teil, 
1. Bd., i. Äui., Leipzig 1911, S. 530—532. 
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Bezogen auf ein Koordinatensystem t, s, dessen i-Ächse mit der 
Achse der Parabel zusammenfällt, während die ^-Achse Scheiteltangente 
ißt, sei 

(1) s^ = 2pt 

die Gleichung der Parahel. Ferner sei h die Breite des Wasserspiegels, 

a die Wassertiefe in einem Querschnitt des angestauten Wassers kurz 

I* vor BegiuQ der Stauung (Fig. 42). Alsdann 

V Uft I i b 7 '^* ^"^'^'^ ^"^S- 24, S. 7} 7^0 = 1«^ der 

^^^jj ''' ja ^^^^ Flächeninhalt dieses Querschnitts $„, und 

" wenn man wieder, wie in Aufg. 1, aonimmt, 

'^' daß der benetzte Umfang «„ von q^ ohne 

in Betracht kommenden Fehler dnreh die Breite des Wasserspiegels 

ersetzt werden kann, wird M(|:Fo = 6:-|a6 = 3:2a. Analog ist 



der Inhalt eines Querschnitts q des gestauten Wasses von der Tiefe t, 
daher 

Die Forderung, daß durch jeden Querschnitt in gleichen Zeiten 
gleiche W^ssermengcn fließen sollen, liefert die Beziehung 

\o,})Vti = 1^2» — \ty2ptv 
oder 

und wenn diese Gleichung in der Form v^t^ = a^h'^v^: 8j) geschrieben 
wird, folgt durch Differentiation Zv^t^dt + ^vt^dv = oder 

(5) dv- \^dt, vdv^-~~dt. 

Bevor wir die Ausdrücke (3), (4) und (5) in die schon in Aufg. 1 
benutzte und daselbst abgeleitete Gleichung 

,,.., j vdv , f, u v^dx 

(6) ''»• Y + ^FiiJ-«.. 

eintragen, soU der Ausdruck (4) für v^ noch vereinfacht werden. Dies 
kann geschehenj wenn man beachtet, daß auch jetzt gerade so wie in 
Aufg. 1 die Gleichung 

gilt, aus der wegen Mo--^'o = 3;äa die Beziehung 



m 



ü» 
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folgt. Hierdurch und vermöge der Gleichung (yfi)' = 'ipa erhält i 
für D*: 2fj aus (4) den Wert: 



und anstelle von (5) tritt 

(9) vdv = -'"''lf'-'dt. 

Mit Rücksicht auf (3), (8) und (9) geht nunmehr aus (6) die 
Gleichung 

(10) dy ^ ^ ''^p^- dt + "--^f-^ dx_ 

hervor, mid da auch jetzt wieder, wie in Aufg. 1, liie Beziehung 

dy " igadx + dt 
stattfindet, folgt schließlich 

(11) (l_|;)lg„dj;_„(l„.^"'™''),i,, 

eine Gleichung, die in der Form 

(12) —igadx = jl^-^^' dt 

geschrieben werden kann, wenn man 2a*Bin«:^ durch iii^ ersetzt. Aus 

(12) folgt sofort 

(13) -xlg<x = I J*v_V dt -+ ü, 
also mit Rücksicht auf Regel 1, S. 109: 

(14) ^xtg«-t + (a^-m<-)J/_*-, + C. 

Man beachte hierbei die Analogie dieser Gleichungen (12) bis (14) 
zu den Gleichungen (9) uud (10) von Aufg. 1, S. 154. Das Integral 
in (14) geht durch die Substitution t = ar in 



ll^. 



über, das durch Aufg. 21, S. 134 erledigt ist. Bezeichnet .ff die Wasser- 
tiefe am Wehr {^ ^ 0), so erhält mau ähnlich wie in Aufg. 1 die Gleichung 

(15) =.tg._H-(+?^}l.Sj||±|-2(.rctgf-arotgi)]- 

Hierbei kann die DifferejiE der beiden Funktionen arc tg nach 
Aufg. 14 S. 78 durch arc tg ^,-_|-- 5 ersetzt werden. 
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Aus der Beziehung (lÖ) zwischen der Wassertiefe ( und der Äbsaisse x 
■des ihr zugehörigen Querschnitts erhält man die Gleichung der Stau- 
kurve in laufenden Koordinaten x, y, wenn man t durch y — xiga 
«r setzt. 

Für -,-- = tsK + :5- und , ^ = ' findet mau die Ausdrücke: 

fl T ö ' i] r. du:- dr." 






■,tg 



Da diese analog gebaut sind wie die entsprechenden Ausirh-ücke in 
Aufg. 1, gestaltet sich auch die Untersuchung der Staukurve ganz ähn- 
lich, soll daher nun unterbleiben. Nur ein Umstand sei hervorgehoben. 
Während bei Aufg. 1 die Berechnung der Höhe des Wassersprunges auf 
eine quadi-atische Gleichung führte, ergibt eich nun eine kubische Glei- 
chung; es läßt sich leicht zeigen, daß sie nur eine reeUe Wurzel hat. 

3. Die Gleichung der Staukurve für den Fall abzuleiten, daß der 
Plußlauf zwar einen rechteckigen Querschnitt hat, aber der benetzte Teil 
des Umfangs nicht durch die Breite des Wasserspiegels ersetzt werden 
darf, da die Breite, verglichen mit der Tiefe, nicht groß genug ist.^) 

Wir beschränken uns darauf, die wichtigsten Gleichungen anzu- 
geben und gehen auf die Rechnung nicht näher ein. Hiei- wird F^^ = ab, 
u^ = l-\-2a, F=ht, u = h-\-2t; anstelle von (8a), S. 154 tritt 

mit Hilfe der Abkürzung m* = die Gleichung 



't""'»' ^ (i + -i.)'-"- »■-(b+ «) •" - P 

rvorgeht. Durch Integration ergibt sich 



-xig(i = t + ^-^s^tr^W^ li — =.-^-^^~ 

a[ia^ + 2a*J) — a'b^+iaim'+bhli^) f dt _ __ ^ 

">" '2(3fc+4a)«=""" "" ";/(& + 2B)t"=+ä(& + 2«)T+ffl'5"'"^- 

Vor Berechnung des letzten Integrals ist zu untersuchen, ob der 
im Nenner stehende Auadmek zweiten Grades reeUe oder komplexe Fak- 
toren hat; die Diskriminante dieses Ausdrucks ist fl^(ö-|-2(i)(2« — 36), 
also negativ, denn es wird stets Zh > 2a sein. Daher ist anzunehmen, 
daß der unter dem Integralzeichen auftretende Kenner komplexe Fak- 
toren hat. Bei Anwendung des Ergebnisses Ton Aufg. 4, S. 113 und 
unter der Annahme, daß die Wasaertiefe am Wehr {x ^ 0) gleich H 

l) Vgl. hioL-zu J. F. Biibendoj, a. a. ü, S, &40 — 543. 



y Google 
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sei, erhält man seliließlicii zwischen der Abszisse x und der Waaaertiefe t 
die Beziehung 



a; tg « = _ff- ^ + In 



')l , (ff -ct)y( 6 + aa)t' + i.[& + a a]i + a 



, ■ ■ ^ -=1^- are tg ^^ ^,=^= 



-\ ^ -T ^^.' ■ ■ ■—- ■■ are tg ^^ ■ — '■ — 



^ a|/B&-2« 1 

Geschwindigkeit chemischer Reaktionen. 

Eine Beziehung zwischen der hei einem chemischen Voi^ang inner- 
halb einer gewissen Zeit umgewandelten Stoffmenge und dieser Zeit 
selbst ist zum ersten Mal im Jahre 1850 von L. Wilhelmy bei einem 
bestimmten Beispiel, nämlich bei Untersuchung der Einwirkung von 
Säuren auf Rohrzucker mathematisch formuliert worden.^) Rohrzucker, 
der in verdünnter wässeriger Lösung mit einer Säure zusammengebracht 
wird, zerfällt nach Aufnahme von Wasser in Dextrose (Traubenzucker) 
und Laevulose (Fruchtzucker), während die Säure selbst im Verlauf der 
Reaktion ihre Konzentration nicht ändert, sondern nur als Beschleuniger 
der Reaktion, als sogenannter Katalysator^) wirkt: 

Hohi-aucker Wasser Destrose Laevulose 

Würde man die Säure weglassen, so könnte der Verlauf der Reak- 
tion wegen zu geringer Geschwindigkeit überhaupt nicht verfolgt werden. 

Wilhelmy nimmt an, daß unter sonst gleichen Umständen die 
Menge Zucker dx, die sich während eiaes Zeitelemente dt umwandelt, 
der noch vorhandenen Menge unveränderten Zuckers proportional sei, 
also eine Gleichung von der Form dx = Ji(a — x)dt bestehe, wo 7^ eine 
Konstante und a die zu Beginn der Reaktion vorhandene Zuckermenge 
bedeutet. 

Den Verlauf der Umwandlung konnte Wilhelmy mit Hilfe eines 
Sacdtarimeters tion SolMl kontrollieren, denn während der nicht inver- 

1) banalen der Physik und Chemie, hrag. von Poggendorff, Bd. 81 (Bd. 31 
der 3 Heihe), Leipzig 1850, S, 413; ein von W, Oatwald herausgegebener Ah- 
dinck bildet Heil 29 (Leipzig 1891) von Ostwalds KlaBsikem der esakten Wissen- 
schiften 

2j Von dem gneckiscben Worte %aT:aXiiei.v, auflösen. Übrigens gibt ea auok 
negative Katalysatoren Stoffe, die eme Eeattion verzögern, aber die Beattions- 
bescbleuniger sind häufiger Ckaiaktei istisch fflr einen Katalysator ist, daß seine 
Menge, verglichen mit der Menge der umzu''eta enden Stoffe, ilußeret gering ist 
und daß er selbst an der Reaktion scheinbar nicht teilnimmt, soudei-n aus ihr 
unverändert hervoi geht 
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tierto Rohrzucker <iie Ebene des polarisierten Lichtes nach rechts dreht, 
iat die Mischung der Inversionsprodukte linksdrehend. 

Die Inversion des Rohrzuckers ist ein Beispiel zur Anwendung des 
von C. M, Guldberg und P. Waage formulierten Gesetzes der chemisekm 
Massenum-hmg.^) Nach diesem ist die chemische Kraft, mit der zwei 
Stoffe aufeinander wirken, gleich dem mit einem „Affinitätskoefflzienten" 
multiplizierten Produkt ihrer „aktiven Massen". Hierbei ist die aktive 
Masse oder die Konzentration eines Stoffes diejenige Masse desselben, 
die in der Volumeinheit enthalten ist. Um zu zeigen, wie sich diese 
Konzentration durch Zahlen ausdrücken läßt, werde bemerkt, daß die 
chemisch wirkende Masse eines Stoffes durch sein Molekulargewicht dai-- 
gestellt wird. Die Anzahl von Grammen, die mit der Zahl für das 
Molekulargewicht übereinstimmt, wird (nach Vorschlag von W. Ost- 
wald) als GrammoleMä oder Mol bezeichnet; daher ist die aktive Masse 
oder die Konzentration eines Stoffes gleich der Anzahl der in der Volum- 
einbeit, einem Liter, enthaltenen Grammolekiile.^ Will man die aktive 
Masse berechueo, die sich in einem Volumen von FLitern einer Mischung 
befindet, so ist offenbar die in V enthaltene Menge des Stoffes in Gram- 
molekülen auszudrücken und diese Zahl durch V zu dividieren. 

Wenn sich z. E. zwei Stoffe A und B vei-mÖge der zwischen ihnen 
bestehenden Reaktion in zwei andere A^, B^ umsetzen, so läßt sich die 
Geschwindigkeit, mit der dies geschieht, leicht formulieren, da diese 
nach dem Massenwirkungsgesetz von Guldberg und Waage dem Pro- 
dukt der Konzentrationen proportional ist. Hier sind aber Mvei Fälle zu 
unterscheiden. Erstens kann nämlich die Reaktion fortschreiten, bis die 
eine Molekölart ohne nachweisbaren Best durch die Einwirkung der 
anderen umgesetzt ist, die Reaktion ist alsdann nicht winlcelirbar. Der 

1) Die Her zu erwähnenden Abliandiungen -von Guldberg und Waage 
Bind in den Forhandlinger i Vidensliabs-Selskabet in Christiania 1864, im Uni- 
veraitätsprogramm von Christiania für das 1. Semester 1867 und im 127. Bande 
von Erdm&nns Journal für praktiacke Physik erschienen. Ein von E. Äbegg 
herausgegebener Abdruck dieser Arbeiten bildet Heft 109 (Leipzig 1899) von Oat- 
■walds Klassikein der enakten Wiaaenschaften; man beachte daselbst beaondera 
S. 6— 9, 21 f., 127 f., 135ff, Übrigens hatte schon C. L. Bertkollet im Jakre 
1803 ausgesprochen, daß die zwischen mekreren Stoffen stattfindende chemische 
Wirkung nicht nur von der Affinität, aondern gana besonders von den Mengen- 
verhältnissen dieser Stoffe abhänge. Ferner ünden sich die Ansichten von Guld- 
berg und Waage, wenn auch nicht in ihrer Allgemeinheit erkannt, im wesent- 
lichen ausgesprochen bei W. Esson in einer Äbk an dlnng, die in den PhilosopHcal 
Transaotions of the rojal sooietj of London, Bd. 15G (Jahrgang 1806), S. 216ff. 
erschienen ist; vgL auch eine Arbeit von V, Harcourt nad W. Eason, ebenda 
Bd. 157 (Jahrgang 1868), S. 117, 

2) So ist z. B. ein Mol Sauerstoff (Oj) so viel wie 33 g Sauerstoff, denn das 
Atomgewicht von beträgt 16; ebenso ist ein Mol Salzsäure (HCl) = 1 -|- 85,45 
= 36,45 g Salzsäure, ein Mol Rohrzucker (CuKjjOiJ^ 13 ■ 12 -f 22 ■ 1 + 11 ■ 16 
E= 342 g Rohrzucker. 
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andere Fall ist der, daß die aus A und B hervoTgegangenen Produkte 
A^, B^ in ihrer Wirkung aufeinander dae Eestrebeu haben, wieder A 
und B zu bilden, die Reaktion ist alada,nn wnikehrbar. Man drückt dies 
durch eine Gleichung aus von der Form 

A + B:^A^+B, 

und sagt, die Keaktion verlaufe im Siuue der Gleichung sowohl von 
links nach rechts wie von rechts nach links. 

Es werde nun angenomineD, daß nicht nur die Stoffe A und B, sondern 
auch die durch die Reaktion zwischen A und iß gebildeten Stofie A-^, 
B^ schon anfangs in der Mischung vorhanden waren, und zwar seien 
», h, «1, \ die Anzahlen der in dem Volumen V der Mischung zu Be- 
ginn der Reaktion enthaltenen Grammoleküle der Stoffe A, B, A^, B^. 
Alsdann wird nach einer gewissen Zeit T ein stationärer Gleichgewichts- 
zustand eintreten. Wie lange dies dauert, hängt nicht nur von dem be- 
treifenden Katalysator, von der Affinität und den Konzentrationen der 
Stoffe A und B, bzw. A^ und B^ ab, sondern ganz wesentlich von der 
Temperatur; diese Zeitdauer T kann dementsprechend mehrere Stunden, 
aber auch viele T^e betragen, theoretisch ist 2' = oo. Auch das Licht 
kann,wie allgemein bekannt ist (Photographie),eineReaktion beeinflussen; 
gleiches gilt vom Druck, wenigstens bei Reaktionen zwischen Gasen. 

Sind bei Eintritt des Gleichgewickismistandes je x Mol der Stoffe A 
und B umgesetzt, so sind 

a — x h — x a,+x b,+x 



die endgültigen Konzentrationen und es besteht alsdann die Gleichung 

oder 

WO h and \ die zu A, B bzw. A.^, B^ gehörigen Affinitätakoefflzienten 
oder Reaktionskonstanten (Geschwindigkeitskonstanten) bedeuten. 

Diese chemische Umsetzung erfolgt aber keineswegs mit konstan- 
ter Geschwindigkeit, vielmehr ist nach Guldberg und Waage die Re- 
aktionsgeschwindigkeit in einem bestimmten Zeitmoment t, d. h. t Zeit^ 
einheiten nach dem zur Zeit ( =- eingetretenen Beginn der Reaktion, 
gleich der Differenz 

wenn zu dieser Zeit je | Mol der Stoffe A. und B umgesetzt sind. Da 
unter der Geschwindigkeit, mit der die Reaktion zur Zeit t vor sieh geht. 
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der Quotient aus dur während eines Zeitelements dt umgesetzten Menge 
ä^ und demZeitelementd^ selbst ¥er standen wird, hat man die Gleichung 

J_ (ia _ ft(» - 1) (ö -J) _ \Jfl^±i)_(h+ 1) 
V dt F' V ' 

wenn die Gres eh windigkeit auf die Einheit des Volumens der Mischung 
bezogen wird. Vermöge dieser Gleichung ist t gleich dem über einen 
Quotienten aus dl und einer ganzen Funktion von | erstreckten Inte- 
tegral, so daß if mit Hilfe der Methode der Parti albruchzerlegung leicht 
berechnet werden kann. Die Integrationskonstante läßt sich bestimmen, 
wenn man beachtet, daß zur Zeit if = auch S =^ ist. So erhält man 
die Zeit t, die Terfließen muß, bis eine gewisse Menge x umgesetzt ist, 
als Funktion von x, etwa i = tpix), und die Auflösung dieser Gleichung 
nach X beantwortet die Frage nach der zur Zeit ( umgesetzten Menge x}') 
Die meisten Beispiele zur mathematischen Verfolgung des Verlaufs 
einer Reaktion gehören dem Gebiet der organischen Chemie an, denn die 
E«aktioneu anorganischer Stoffe verlaufen meist momentan. 

1. Bevor solche Beispiele gegeben werden, deren Erledigung auf 
Integrationen mit Hufe der Partialb ruchzerlegung führt, werde ein Bei- 
spiel für einen nicht umkehrbaren ehemischen Vorgang behandelt, bei 
dem allerdings keine Partialbruchzerlegimg vorkommt, nämlich die schon 
S. 101 erwähnte Inversion des Sohrsuckers, der in verdünnter wässeriger 
Lösung mit einer Säure zusammengebracht wird. Bei hinreichender 
Verdünnung kann die aktive Menge des Wassers als konstant angesehen 
werden, denn nur eine geringe Menge Wasser wird chemisch verbraucht; 
die beigefugte Saure wirkt überhaupt nur katalysatorisch, beteiligt sich 
also außerdem nicht an der Reaktion, Enthält ein Volumen von FLitern 
anfänglich a Mol Rohrzucker, so besteht hier eine Gleichung von der 
Form 

(1) T3|---r- ""ä" «-*(«-!). 

Es soll nun die zur Zeit ( umgesetzte Menge x als Funktion von t 
dargestellt werden, und umgekehrt t als Funktion von x. 
Man erhält 

orler bei Einführung der gewöhnlichen Logai'ithmen 
(2 a) ;= :J- -2,30259 log ^^-^ 

1) Zum näheren Studium der Theorie der Geschwindigkeit uhemifichor 
Reaktionen sei verwiesen auf Aas Kapitel über chemisclie Kinetik in dem "Werke 
von W. Werust, Thcoretisohe Chemie, 7, Aufl., Stattgart 1913, S. 579—017, 
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denn ea ist In^— = Sf^^g-^, wo M den Modul 0,43429 der ge- 
wöhnlichen Logarithmen, 1 : JH" die Zahl 2,30259 hedeutet.^) 
Die Auflösung der Gleichung (2) nach x ergibt 

(3) x~a(l-e-"). 

Der Ausdruck (1) für die Reabtionsgesehwindigteit zeigt, daß diese 
allmählich kleiner wird. Nach einer gewissen Zeit, theoretisch allerdings 
erst für f = oo, hört die Reaktion auf, die ganze vorhandene Menge a 
des Rohrzuckers ist umgewandelt. Wird in (2) a; = -^ « gesetzt, so folgt 
(=-7^ In 2, d.h. der mit In 2 = 0,6931 multiplizierte reziproke Wert 
von h gibt die Zeit an, die zur Inversion der Hälfte des vorhandenen 
Rohrzuckers notwendig ist.^) 

Bei der experimentellen Prüfung der Richtigkeit der Gleichung (2) 

beachte man, daß--ln--_- konstant sein muß. Natürlich darf sich die 
Temperatur während des ganzen Vorganges nicht ändern, denn mit 
einer solchen Änderung würde die Konstante h einen anderen Wert an- 
nehmen. 

An Stelle von a und x kann man auch die im Saccharimeter ge- 
messenen Dr^mngswmkel einführen.*) Es sei nämlich a^ der zur Zeit 
# =^ im Polaris ationsap parat angezeigte Winkel; nach Inversion der 
ganzen Zuckermenge sei et» der abgelesene Winkel, somit u^— k» die 
gesamte Drehung. Zeigt der Apparat zur Zeit ( den Winkel u an, so 
ist «Q — a die zugehörige Drehung. Nun sind diese AusdiTicke den in- 
vertierten Zuckermengen proportional, somit «„ — «« und «^ — k zu a 
bzw. 2U a; proportional und « — cc^zua — x. Die Gleichung (2 a) kann 
daher auch durch 
(4) ^ = T ■ 2,30259 log "^'!-£P^ 

ersetzt werden. Eine andere Form der Gleichungen (2) und (4) ist 

(^) *a ~ ^' =^ ¥ ^^ a ~ «" ^T^"a"Zl"' 

1) Vgl. Teil I, S. 81. W. Ostwald hat im Journal fär praktische Chemie, 
Bd. 13J, neue Folge Bd. 39 (1884), S. 406— i08 eine Tafel veröffentlicM, die 
die za den Werten von a; ; a = 0,001 his x:a^= 0,99a gehörigen gewöhnlichen 
Logarithmen von 



.,„.-., = .,(.-^) 



enth.lilt. 

2) Vgl, EU dieser Bemerkung W, Norast, Theoretisolie Chemie, 7. Aufl., 
Stuttgart 1913, S. &81. Vgl. ferner Gleichung {i\ in Aufg. 35, S, 71, 

3} Vgl. die Bemerkungen auf S, 161f. zu Wilhelmys Untetsuchungen. 
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■o z^ und iCg die zu den Zeiten t^ bzw. t^ invertierten Zucker mengen, 
, und cfj die zugehörigen abgelesenen Winkel bedeuten. 

Es wurde seboa Torhin bemerkt, daß bis zur Inversion der gesamten 
: theoretisch eine unendlich lange Zeit verfließen müßte; 
i wird man in vielen Fällen annehmen dürfen, daß die Reaktion 
beendigt ist, wenn nur noch 0,1 "/^ des ursprünglichen Stoffes vorhanden 
ist. Die Formel (2 a) geht für diesen Fall über in 



i_ -1.2,30259 log „-„; 



■ 2,30259 6,ilOfl 



Um ZU zeigen, wie die auf Grund der Ergebnisse eines Experimen- 
t«s durchgeführte Berechnung von —-2,30259 log ''_^ - "^wirklich nach 
(4) nahezu konstante Werte k ergibt, steilen wir einige Zahleawerte in 
einer Tafel zusammen, deren beide ersten Spalten einer Arbeit von Ost- 
wald entnommen sind.^) 



1 ' 1 

(Minuten) \ 


tt, beobachtet 


10' log ^^^ 


10^. 


; i 


25,02 







58 


20,17 


687 


27,28 


114 


16,25 


1335 


26.96 


197 


11,32 


3316 


27,08 


, 263 




3056 


26,75 


S94 


3,32 


1619 


26,99 1 


585 


-1,43 


6949 


27.35 


1 ^ ■ 


-3,12 


oo 


~ 



1 Versuch wurde die verdünnte Zuckerlösung mit Schwe- 
felsäure zusammengebracht. Die erste Spalte enthält die Zeit t in 
Minuten, die zweite die zugehörigen, am Saccharimeter abgelesenen 
Winkel in Graden. Daher ist «„ = 2ö°,02. Der Betrag ß. = ~ 8^12 ent^ 
spricht theoretisch der Zeit t ~ oo, praktisch einer Zeit, zu der die In- 
version merklich vollendet war. Zur größeren Übersichtlichkeit ent- 
halten die dritte und vierte Kolumne die mit 10000 multiplizierten 
33,14 
a 4- 8,12 ' 



. von }:■ als Mittelwert von 



Werte von log-'';^- ^ == log 
10000 ft findet man 27,07. 

2. In dem soeben betrachteten Beispiel der Zuck er in Version änderte 
sich nur eine Molekälgattung, es lag eine unimolekulare Reaktion vor. 
In vielen Fällen ändern sich zwei Molekülgattungen A und B in -i^ 
und .Bj (bimolekulare Reaktion). Dabei möge zunächat angenommen 



1) Journal l'ür pfaktische Cliemie, Bd. 1 



c Folge Bd. 29 (18M4), S. 394. 
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Bimolekulare Reaktion 167 

werden, daß die Reaktion nidit umkehrbar ist. Alsdann besteht nacli 
S. 164 die Gleichung 

wenn \: V ^h gesetzt wird. Welche Beziehung findet nun zwischen 
der nach Verlauf der Zeit t umgesetzten Menge | = a: und der Zeit t 
seibat statt, wenn f = und 5 = zusammengehörige Werte sind? 
Mau findet 

daher ist nun 

(3) 

Die Auflösung nach x ergibt 

Sind x^ und x^ die zu den Zeiten t^ und t^ umgewandelten Mengen, 
80 besteht die Gleichung 

(6) >>-'•-„ 

Da nach (1) für | = die Ableitung -tt gleich k ■ ah ist, gibt k 
die Keaktionsgeschwindigkeit an, wenn die Konzentrationen der ursprüng- 
lich vorhandenen Stoffmengen gleich der Einheit sind und durch irgend- 
eine Vorrichtung dafür gesorgt wird, daß diese Konzentrationen un- 
verändert bleiben, also die entstehenden Reafetionsprodukte immer ent- 
fernt und die umgesetzte Menge der ursprünglich vorhandenen Stoffe 
immer wieder ersetzt wird. 

Ein wesentlicher Unterschied zwischen der unimolekularen und bi- 
molekularen Reaktion besteht darin, daß bei der erstgenannten die Kon- 
stante h von der Konzentrationseinheit unabhängig ist, während sich bei 
der bimolekularen Reaktion die Konstante fc mit der Konzentrations- 
einheit ändert. Dies folgt daraus, daß der in (2), S, 164 auftretende 
Faktor In— __ unverändfrt bleibt, wenn a und x durch na und nx er- 
setzt werden, hingegen .mdeii; eich der Ausdruck (3), S. 167, wenn mau 
in ihm a,h x durch na, nh, nx ersetzt. 

Ein Beispiel emer himolekularen BeaMion bietet die Verseifung von 
Essigester ( Ailtylnretat) Eine wässerige Lösung von Äthjlacetat, die 
mit Natriumhydroxyd zusammengebracht wird, verwandelt sich allmäh- 
lich in Äthylalkohol und Natriumacetat: 

CsHgOjCaHs + NaOH = CgH^OH + OHaCOONa. 
Ätbylacetat Sati'iumhydrosyd Äthylalk otol Natriumacetat 
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Diese Zersetzung zusammengesetzter Äther (Ester) durch. Alkalien, 
oder durch Wasser wird als Verseifung bezeichnet.^) 

ü. Wie lautet das Ergebnis, wenn in dem soeben behandelten all- 
gemeinen Fall die Stoffe A und C in äquivalenten Mengen (a = ii) vor- 
handen sind'? 

Hier wird -?- = /(;(« — |)^, daher ergibt sich 



( = ■ 



.fc(rt— K)' l + d/ct 



4. Man imtersuehe die bimolekulare Reaktion in dem Fall, daß der 
Stoff B in überwiegend größerer Konzentration vorhanden ist ak der 
Stoff A, so daß a und 3: bei 6 — a und }} — x vernachlässigt werden 
bönnen. 

Die Gleichung (2), S. 167 verwandelt sich jetzt in 

, 1 , n 1,0 

( = , . In - - ^ ^ In - , 

im wesentlichen dieselbe Formel wie bei der unimolekularen Reaktion 
(Gleichung (2), S. 164). Der Faktor l des Nenners zeigt, daß die Öe- 
achwindigkeitskonstante K = lzb nun von der Verdünnung abhängt, was 
bei den unimolekularen Reaktionen nicht der Fall ist. 

Eigentlich ist die schon betrachtete Inversion des Rohrzuckers 
(8. 161) eine solche bimolekulare Reaktion, denn Rohrzucker mkö Wasser 
sind beteiligt; da das Wasser jedoch in so sehr überwiegender Menge vor- 
handen ist, daß diese als konstant angesehen werden kann, verläuft die 
Reaktion wie eine unimolekulare. 

5, Man untersuche die umkehrbare bmiolekulare Beaktion, durch die 
sich zwei Stoffe A und B in zwei andere A^, B^ umwandeln, die das 
Bestreben haben wieder A und B zu bilden; die Stoffe A und B seien 
in äquivalenten Mengen vorhanden, also vonjedem die gleiche Anzahl Mol. 

Nach den Bemerkungen auf S. 164 ist nunmebr 
1 g|__ M<i—l ){b~^)~KV ■ 



Da äquivalente Mengen vorhanden sein sollen, möge a= b — i gesetzt 
werden, alsdann erhält man 

1) Niiheres zu dem erwähnten Beispiel findet man u. a, liei B. B. Warder, 
Berichte der deutaclien chemisclien Gesellschaft, 14. Jahrgang (Bfirliu 18SI), 
S. 1361— 1366; L. Th. Reicher, Liebiga Annalen der Chemie, Bd. 228 (1885), 
S. 257—287; Bd. 238 (1887), S. 276—286. 
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Bei Einführung von /% xk^a wird 

f_Vf dg V r Ali 

wo a^j und 3:5 die Wurzeln der Gleichung (1 — ft)|^— 2| + 1 = ^^ sind, 
nämlich 

( "= - -.~ "= ■ -----, 3:, — a;, = — ' — 
Die Ausführung der Integration ergibt 



Die Gleichung für den Endsrntond 7<1 - X)'-\X'-0 (S. 164) 
liefert 

i" ' 1+y. ■■ 

Ein hierher gehiiriges Beispiel ist die EsterhiUuwj. Bei Mischung 
von Essigsäure mit Alkohol entsteht Äthjlacetat^) und Wasser; 

CHjCOOH + CäHsOHi±CH,COOC,H, + H,0; 

Efisigsäure Äthyl alto hol Äthylacetat Wasser 

da Torhin a = & = 1 angenommen wurde, wäre im Verhältnis von 1 Mol 
Esaigsäure (60 gr) auf 1 Mol Äthylalkohol (46 gr) zu mischen. Ea 
zeigte eich, daß der Stillstand der Reaktion eintrat, nachdeni zwei Drittel 
der ursprünglich Torhandenen Mengen umgewandelt waren. Die Mischung 
hat alsdann die Zusammensetzung: 

^ Mol Essigsäure + \ Mol Äthylalkohol + -f- Mol Äthylacetat 
+ -| Mol Wasser. 

1) Die essigiBuren bal/e oder ieetatt niitatehen, wena man m dei Essig- 
säure CHj-COOH den Was erstoff ier Gmne COOH dutch Metalle ersetzt; 
wird bei der Essigs iure der ■\\ aaserstotf dieser ffruppe durtli Äthyl d h durch 
die Atomgruppp i, Hj, cr&tt t so entsteht Äthylacetat Die Est^-i ontstehen 
Bllgemein durcl ^eihindun^, d r Alkoh had kale mit Säuien unter iustiitt \on 
Wasser. 



y Google 



170 



g 8, Integration der rationalen Funktionen. 



Daheriat X = a:3 = 2;3,somit 1 + ]/« = 3 : 2 oder « = /.■,:/;= 1:4; 
ferner wird a^j == 1 : (l — y*«) = 2 und 

Da das V lumen 1er "VTiscliiirLg durch die Esterbilduiig kaum ge- 
ändert wird, ist -iho nin kr Ausdruck —In „ _ -- o - konstant. 

In nach tehender Tatel werden einige Werte von t und x mitge- 
teilt, die die Ergebnisse der Beobaditungen von Guldberg und Waage 
bei Esterbildung datstelleu^); dabei ist die Zeit t in Tagen ausgedrückt. 
Die dritte S} alte der Tafel enthält die Werte der zugehörigen Große 



t (Tage) 


. 


--T"^^V,' 


10 


0,087 


0,00414 


Ifl 


0,121 


0,00315 ' 


41 


0,300 


0,00266 


64 


0,250 


0,00228 


103 


0,346 


0,00227 


i:-!7 


0,421 


0,00242 


! 167 


0,474 


0,00252 


190 


0,498 
0,667 


0,00246 

1 



Man erkennt, daß erst von i =- 41 an X nahezu konstant ist; als 
Mittelwert von K findet man 0,00274, und wenn die Zahlen K erst von 
i = 41 an berücksichtigt werden, ist 0,00243 der Mittelwert von K. 
Das verhältnismäßig späte Eintreten nahezu konstanter Werte von K 
schreiben Guldberg und Waage gewissen sekundären Wirkungen und 
besonders dem Umstand zu, daß sieh Äther und Wasser nur schwierig 
zu einer homogenen Lösung vereinigen lassen. 

Da Äj : ft für alle Verhältnisse der Ötoffmengen von Essigsäure und 
Äthylalkohol denselben Wert beibehält, kann man mit Hilfe von 
Ä^ : fc = 1 ; 4 bestimmen, wieviel Bruchteile dieser Mengen sich bei 
Irgend einem Mischungsverhältnis umsetzen werden. Mischt man z. B. 
a Äquivalente Essigsäure mit h Äquivalenten Äthylalkohol, so besteht 
die Gleichung: 

(a-XXb-X)^ ,^ 

^, -''1-'' '■■*> 

1) Journal für praktische Chemie, Bd. 127, nci 
Oatwalds Klassiker H"i:. 104, Leipzig 1899, S. WJ. 
man noch zahlreiche weitere Beispiele. 
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Tiim,ol*ikulare Reaktion, 
aus der 

folgt; somit wfii'dea 



der vorhandenen Essigsäure Terestert. 

6. Man untersuclie den ackon S. 163 und 164 erwähnten Fall, daß 
die vier Stoffe A, B, A,^, B^ gemischt werden, wobei nun die Reaktion 
zwischen A und B die Stoffe A■^, B^^ liefert, die Reaktion zwischen A^ 
und Bi die Stoffe /, B. 

Hier ist, wenn die Zahlen a, h, a^, !», wieder auf die Volumeinheit 
bezogen werden: 



' Jlk-k,)V^Ua + b]k 



WO 3^1 und x^ die Wurzeln der quadratischen tfleichung 

(k -]c^)E_^-{{a + }))h + (a, +h,)k^]^ + kab - k,aj_b, ^ 
sind. 

7, Es soll der Verlauf der Reaktion berechnet werden, wenn arm 
Stoffe A, B, G in verschiedenen Mengen von a Mol, b Mol, c Mol 
vorhanden sind (trimolehdare lieaktion) und die Reaktion nicht umkehr- 
bar ist. 

Hier wird ^ = k(a ~l){b ~i){c ~ |), 



t^ 



^Hi^ri^r-L-L-D- 



Ma-b){b-c){c~ 
8. Man untersuche die trimolekulare Reaktion, für die 

Man erhält 

k{a — b)' I a — x ' b —XI 
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Integratioa der ratioaaleD Funktionen. 



Da die Integrationskonstante C gleich - 
den wird, ergibt aich schließlicli 



,- + -r 1 s^^^^- 



9. Wie vereinfaclit sich d 

(i - «)? 

Man erhält 



1 Torstehönde ETgebnis bei äquivalenten 



und 

Ein Beispiel hierzu bietet die Einwirkung von Eisenehlorid auf 
Zinnchlorür auf Gmud der Formel: 



2FeCl3 + SnClj 
EieencMotid Ziunchloriii 



= 2 Fe eis + SnCV 
Eisen chlorfir Zinncblorid 



Aus Versuchen von Ä. A. Noyes sei folgende Zahlentafcl ange- 
föhrf^), in der die letzte Spalte den nach der Formel 

berechneten Wert der Konstanten "k darstellt. Dabei ist t in Minuten 
ausgedrückt, «ist 0,0625. 



i j 


. 


.-T. 


li 


1 i 


0,01 434 


0,04 816 


87,6 ', 


1,75 


0,01 998 


0,04 252 


84,9 


3 


0,02 586 


0,03 664 


81,5 


4,6 


0,03 07B 


0,03 174 


81,8 


1 


0,03 612 


0,02 638 


84,4 


11 


0,04 102 


0,02 148 


86,9 


n 


0,04 502 


0,01 748 


88,7 


2ö 


0,04 792 


0,01 468 


89,0 


40 


0,06 058 


0.01192 


84,8 



Der Mittelwert von li beträgt 85,5. 

1) Zeitschrift für physikalische Cheraic, Rd, 16 (1S95), S. 550. 
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lategration gewisser irratiomler Differentiale. 173 

§9. 

Integratioa gewisser Differentiale, die Wurzeln ans linearen 

^Punktionen Ton a; enthalten; 

Integration binomischer Differentiale. 

1, Es bezeichne It eine rationale Funktion der diesem Funktions- 
zeißkeii begefügten GröBea. Alsdann ist 

R{xi;x'i,x';..:), 

wo p, g, )',.., irgend welche echte oder unechte Brüche bedeuten, 
rational in x^, x'', x'\ . . ., aber eine irraUonale FimlUion von x. Durch 
die Substitution x = z", wo n den Hauptnenner der gleichnamig ge- 
machten Brüche p, g, r, . . . bedeutet, geht 



fR(xP,x'',x';..)dx 



in ein über eine i-ationale Funktion von s erstrecktes Integral über und 
kann hierauf nach den in § 8 gegebenen Regeln erledigt werden. 

2. Das Integral 

gellt durch die Substitution 

ax + b __ „ 

in ein Integral einer rationalen Funktion ¥0n s über. 

3. Das Integral 

geht durch die Substitution 

cx + d " ' 

wo N das kleinstü gemeinschaftliche Vielfache dur Wurzelexponenten 
n, q, . . . bedeutet, in das Integral einer rationalen Funktion über. 

4. unter einem hinomischm TtUegral versteht man den Ausdruck 



J= / x"'(a-\- hx^yäx, 



wo m, n, p beliebige rationale Zahlen sind. In folgenden drei Fällen 
läßt sich J in endlicher Form darstellen, indem man auf algebraische 
Funktionen und Logarithmen oder zyklo metrische Funktionen ge- 
führt wird: 
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174 § Ö- Integration gewisser Diftereutialc. 

a) Ist p eine ganze Zahl, während m und n Brüche bezeichnen, so 
führt die Subetitution x^ z^ zum Ziel, wo ^ den zu den Brüchen m 
und n gehörigen Hauptnenner bedeutet. Ist insbesondere p eine ganze 
positire Zahl, so wird man die Integration dadurch erledigen, daß man 
{a^})X^'f nach dem binomiecben Satze entwickelt, jedea Glied der so 
entstehenden endlichen Reihe mit x™ multipliziert imd dann gliedweise 
integriert. 

b) Ist {m-\- X):n eine ganze Zahl, so bemitzt man die Substitution 
a + ba;"= s. 

c) Ist (m + «i* + 1) : »ä eine ganze Zahl, so benutzt man die Sub- 
stitution ax'" -|- ?) = s. Dieser Fall c) geht ans b) hervor, wenn man 
den Integranden in der Form x^"-'^'^'^{ax~'^ ^'^f dx sehreibt. 



Beispiele. 
■T- Hjjl'i - lij'if + S" + 2" + 2 + 1 + , 1 ,) <J2 

- 6 1-^»:"' + ^x' + ^'' + 2-»' + x'+ lii (Vx - 1) j . 

■'-'■ ri.+.=''r(r--ii)"'-"„.-'^"i -1»«-— ,.- 



1 Y. 'n] ' % 

4. Nimmt die Temperatur @ eines Körpers — gemessen etwa in 
CelsiuBgraden — durch Strahlung nach außen während des Zeit- 
elementes dt um den Betrag (?@ ab, so kann der Quotient ,— als &- 
kaUungsgeschwindiglceit des Körpers bezeichnet werden. Unter der bei 
schwächeren Erwärmungen gestatteten Annahme, daß die Ausstrahlung 
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Integration gewisser irrationaler Diifetentiale. 175 

proportional dem Unterschied zwischen der Temperatur des Körpers 
und der Temperatur seiner "ümgebtiiig aei, fand L. Lorenz in Kopen- 
hagen für diese Geschwindigkeit die FormeP): 



^■ = -7*0(H-7,©t), 



wo h und tj dem betreffenden Körper eigentümliche Konstanten sind. 
Man berechne hiemach die Zeitdauer ^ des Erkaltena von der Tempe- 
ratnr ©,,, die dem Zeitmoment t = zugehört, Ms zur Temperatur @j. 

Man findet 

de 






und erhält durch die Substitution 
Differentials: 



-y'© = 



.8 Intetfral eines rationalen 






L. Lorenz prüfte diese Formel u. a, durch einen Versuch mit einem 
horizontal in der Luft aufgehängten, mit Queeiisilber gefüllten Zylinder 
aus gefirnißtem Messingblech, der eine Länge von 15,85 cm, einen 
Durchmesser von 3,82 cm hatte. Dabei war h = 0,0002463, ij = 0,63, 
&g = 12'',9. Er gelangte zu folgenden Ergebnissen, die eine sehr gute 
Übereinstimmung von Rechnung und Beobachtung aufweisen: 



1 'iempe atu U 


9\9 


6',>J 


2°, 4 


'■•' 1 


Zugehonge Zeitdaue n 

Seku den 
a s Er^eVni der Eechn ng 


498,7 


1207,4 


S470,l 


4732,75 


als ErgeLn s le Be lachtu g 


196 


1207 


3473 


47 SS 



J +Va^ + b + c' ^^ 
■^ = iJv-$-c = I (^ - C In (5 + 0) 
= 2a{ + Yax + i — c ln(y'ffl^~+ ^i + c) ] 



1) Anualen der l'hjsik nnd Chemie, lirsg, " 
l, 13 (1881), S. 589. 



1 0. Wiedemann, 
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J^76 § 9- Integiation gewisser üifferentialö. 

Man erkennt, daß die Integration auf eine zyklometrische Funktion 
führen würde, wenn der Radikand ax — h^ statt ax + 6* lauten würde. 

_i.;--j + 2™tg.-i.i^-i+^-j;;;;-^+2arotg]/;-^- 

J yi + x 

J- cJUi.'- 1)V + .•) ,!<. - 62« ji."- ^ a- + ; »•+ i) 

- 6 V(rT^]i(i + i,)- - |(i + x) -h ; 1/1 +^ + -1- j ■ 

9. n'7|^'rf»=y»-=(i-x')',ta. 

Die Substitution a: = «* ergibt 

11. I V äx- j r7 '{\+x'yix. 



y Google 



BiDomische lutegrala. 177 

Bei diesem binomischen Integral ist, mit jaf^(a-\-hx''yäx ver- 
giieben, m = — y, ^^~si <ialier (ws -f 1) : n = 3 eine ganze Zahl. Nach 

Regel 4b, S. 174 set^t man daher \ •{- x'' — ^ und findet 
J=Qf {e^lfz^ds = ^(14^^ - 40^ + 35)3 V^ 

= 4 { 14(1 + V^)'- 40(1 + Vi) + 35 } (1 + Yx)^- 

12. / -: '"—dx = ( x^(l+x^)~'^' dx. 
Die Subatitution 1 + a;' = s ergibt 

J = f~}- de^^V^(^~?>) = —J— Yl+ x\ 

13. /■-- "'--^dx. 

J {a + i^r 

Hier ist »! -° 1 , m = 2, J) = — -f-, also im-\-l'):n eine ganze Zahl. 
Die Substitution a + ?>a;^= s ergibt 



f—^^..- =f{a + bx"-)~^ 



da;. 



Hier ist m = 0, m = 2, p = — -|', also (m-\-l):n keine ganze Zahl, 
wohl aber (»i + n_p + 1) : « = — 1. Man hat 

/ ( , +&a;^] ^ dx = I x~^(h +013:-^) ^ dx; 

die Substitution h+ax~^ = ß (vgl. Regel 4;ß, S. 174) ergibt 



■'--Lf'''"^- 



ay} aYa-f'bx' 



/ "l/ä:(« + ^■-x')röa: = j x^ (a-\-k'^x^)^ dx. 

K =^ y, w = 3, p = -j, also (m + mj) + 1) : m = 
t 

= j x^ (--, -\- k^x^y^ dx = j x^{ax~^ -i-k^)^ dx; 



Hier ist m =^ y, w = 3, p = y , also (ni + mj) + 1) : m = 1 eine q 
Zahl. Es folgt 



lifferentlBl- u. Intesrab 
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178 § 9- lütegration gewisser Dilferentiy.le, 

die Substitution ax~' + fc^ = ^ ergibt 



■'--rfw^-^'' 



" das Integral 



woraus durob die weitere Substitution s 



eines rationalen Differentials bervorgebt. Durcb Fartialbrucb Zerlegung 
erhält m&n. 



^ _ _ aa C_y'\du _ 



"6j \(u-hy' 



k(u-l] ^ (ü + i)» h{u + k)\ 



» 1 1 , 1 , 1 , M+fc\ 



■ffo noch M ="|/ffla:-^+fe^ = _1/^Tt-__^ einzutragen ist. 

16. Bei den in Hegel 4, S. 173 f. erwähnten drei Fällen, in denen sieb 
J a:"(a + hx^'f dx = J(m, n, p) 



in endlicher Form darstellen läßt, gelangt man oft rascher unter An- 
wendung von BedtMionsformeln zum Ziel, bei denen die Exponenten in 
und p durch andere von kleinerem absoluten Werte ersetzt sind. Man 
leite mit Hilfe der teilweiaen Integration folgende ReduktionsformeSn ab: 

(1) J{m,n,p) - ^'*^-^i.o. + 1>x'f-^J-:^J(m^n,n,p-l), 

;^i'i^-+,(«+s--)'+,.+:^+iJ(»,»,i>-i), 

m + Mp-|- 1 + 0, 

p + 1 + 0, 

6(.i. + ..r + n+l) , 



(2) J(m,n, 

(3) J"(i»,« 

(4) J(in,n, 

(5) J(l»,«, 

(6) J(m,n 



">-ä 



-(a + tx-y* 



-J(m+n,n,p'j, 



B+1+0. 
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Reduktionflformelii für tiuomisolie Integrale, 17£ 

Formel (1) ergibt sich sofort, wenn man in Jimjn,])) die Größt 
(a + hx'''f = u, x"'dx = dv setzt und nim die Gleichung 



fadv = uv-fvd 



(ygl. Regel 2, S. 64) anwendet. 

Formel (2) geht hervor, wenn man J in der Form 

schreibt und nun a;"'~''"'"^ = M, {a -\-'bai"')'' x'''^ dx '^ dv , also 

&w(j) -\- 1) 
setzt lind jiidv durch teilweise Integration erledigt. 
Formel (ii) ergibt sieb, indem man die Identität 

mit (a-^-hx")^'^ multipliziert und alsdann integriert. Man erhält zu- 
nächst 

J'(«( + ti, n,p— 1) -= ■<- 'f^{'f>',n,p) — T-Jim, n,p — l). 

Durch Substitution dieses Ausdrucks in die rechte Seite von (1) und 
Auflösung der so entstehenden Gleichung nach J{m, n, p) geht Glei- 
chung (3) heryor. 

Formel (4) folgt, wenn man die Formeln (1) und (3) voneinander 
abzieht, m durch m — n ersetzt, p durch p + 1 und alsdann nach 
J{'m,n,p) auflöst. 

Formel (5) folgt aus (3), wenn man in (3) die Große p durch p+1 
ersetzt und dann nach J{m, n,p) auflöst. 

Formel (6) folgt, wenn man in (4) die Gi^öße i)t durch m + n er- 
setzt und dann nach J{m, n,p) auflöst, 

17, r — ■-- - äx= (x^a-x^V^dx. 



f — '^-- - dx = lx^a-x^) u 
J -\-yi — x^ J ' 

binomischen Integral ist m — A., n = 
wird m mit Hilfe von Formel (4), 
erhält 



Bei diesem binomischen Integral ist m = 4, n — '2, p = ~-f, a=i, 

b 1. Man wird m mit Hilfe von Formel (4), Aufg, 16 um »i = 2 

Terringem und erhält 



y Google 



180 § 10, Die Integrale von der ¥ormJE(x,y)da:, wo y = y~ax°- + 2bm + e mt. 

woraus durch Anweuiiung derselben Formel 

, x^yi — x^ 3 ,/, - -g , 3 

J ^ '— r xyl — x" + Y '^^'^ ^'^'^^ 

hervorgeht. 

In derselben Weise ist / — ; äx zu behandeln, wo m eine 

ganze positive Zahl bedeutet. Ist aber m insbesondere eine ungerade 
positive Zahl, also m — 2n-^\, so setzt man l — x^^' s^, xdx = — sds 
und findet 

worauf die Entwicklung nach dem binomischen Satze und gliedweise 
Integration zum Ziel führt. Ebenso bequem wäre, wenn m eine be- 
liebige ganze Zahl ist, die Substitution x = sin s, die 

/ ■ äx in / sin™ z dz 

überführt (vgl Aufg. 16, S. 108). 

Die Integrale von der Ymmj'li{%,ij)dx, 

wo y = Vax^ + 263; + c ist. 
1. Je nachdem a positiv oder negativ ist, gelten die Formeln 

J -{-yax^ + 2bx + c +ya 

J + yax^ + nx\- c V-'t ^"^ ^'^ + y'i^^^c 



Dabei ist im Falle a < vorausgesetzt, daß J^ — ac>0 sei. 
Der Wert des ersten Integrals kann auch in der Form 

+ ya «c-6' 

geschrieben werden, denn diese Änderung bedeutet nur eine Hinzu- 
fügung von — ■_- ln(ac— 6'^), die mit Rücksicht auf die willkürliehe 
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Integrationsregela für J^{,x, y) dx. 181 

Konstante göstattet ist. Wenn man dies beachtet, folgen im Fallt! a > 
die Formeln 









die den F"ormeln des Falles a < analog sind. Zu den Funktionen 
STrSin und STr^g vgl. S. 143 f., S. 150 und S. 250 f. 
2. Ist g{3:) eine ganze Funktion w'™ Grades, etwa 

3(a:) ™ 01)3:''+ (i^a:''~^+ 033;''^^+ ■ - ■ -j- a„_i^ + tt„, 

so gilt die Formel 

/' g{x)dx 



"J +yax^ + 2b^ + c 

Die Koeffizienten J.^, J.^, , . ., ^„_i, j1„ werden dadurch be- 
stimmt, daß man diese Gleichung nach x differenziert und alsdann mit 
■j/aa^ + 2fe^+ c multipliziert Hieidurch ergibt sich links die Funk- 
tion g(-c), rechts eine ganze Funktion li'™ Giadps, beidf Funktionen 
müssen für alle Werte von c emandei gleich sein, es müssen also in 
ihnen nach einem wichtigen Satze der Algebra die Koeffizienten gleicher 
Potenzen von 1 einander gleich sein Man erhalt die zur Bestimmung 
von ^0, Äi, . . , -4„_i, A^ erforderlichen « -|- 1 Gleichungen, wenn man 
die genannten Koeftizienten einander gleich setzt 

3. Die Bestimmung von \q{'t]'^az^ -\- 2?jj + c f?"»", wo g{x) eine 
ganze Funktion bedeutet, laßt sich nach der m Regel 2 .ingegebeuen 
Methode erledigen, wenn man das Integral in der Form 



?W.:.(«_^'_+J^*_+^) 



dx 



schreibt. 

4. / ■ . wo n eine ganze positive Zahl be- 

deutet, wird durch die Substitution x — k= l-.z auf ein Integral von 
der in Hegel 2 betrachteten Gestalt zurückgeführt. 

&. I — -—dx, wo Rix') eine rationale Funktion von x bedeutet 

und y ^yax^ -\- 2bx + c ist, wird erledigt, indem man E(x) in eine 
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182 §10. Die Integrale von der Form /E(a:,i/)iia:, wo >j ^y'ax'' + -2bx + c i&t. 

ganze Funktion uml eine Summe von Partialbruulien verwaudelt uud 
dann nach Regel 2 und 4 gliedweise integriert. 
6. Die Integralf! 

fB(x,y)dx, 



^oR eineTationaleFuiiktionvoua;undvonj/^]/aa;^-l-2fta;-l-c bedeutet, 
lassen sich ina Falle B>0 durch die Substitution y^s — x^a, im 
Falle a < durch die Substitution y = Yaix — a)(x — ß)^o,z{x — ß) 
in Integrale Tetwandeln, die sich über i'ationale Funktionen tob s er- 
strecken; c und ß sind hierbei die Wurzeln der Gleichung 

ax^+2bx + c^Q. 

Eine andere Methode zur Bestimmung dieser Integrale ist folgende: 

B{x,y) ist von der B'orm q!'' y wo P{x,y) und Q{x,y) ganze 

Funktionen von x und y darstellen. Bei Einführung von y^= ax^-^ 2bx-\-c 

nimmt qP '- \ die Gestalt an «'-iTj'^-, wobei nun P^, P^, Q^, Q^ ganze 

Funktionen von x allein sind, und dieser Quotient laßt sich durch 

ersetKCn, oder — wenn G und H ganze Funktionen von x bedeuten — 
durch 

Qi' - Q,'y' Q,'- Qi'y' '^ (d ' - Q.'f'iy 

Bei Einführung Ton j/^= ax^+ 2bx + c wird der erste dieser beiden 
Summanden eiae rationale Funktion von x, deren Integration in § 8 
gezeigt wurde, der zweite wird eine Funktion von der in Regel 5 er- 
wähnten Gestalt. 

7. Das Integral 

j Ii{x, y'äx + i,yc~x + d)dx 
geht durch die Substitution ax-\-h = ;s^ über in 

also in ein Integral von der in Regel 6 erwähnten Gestalt. 
Beispiele. 

Tgl. Autg. 48 und 49, S. 89 f. 
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Beispiele zu C __ ^__ -^- 183 

Tgl. Aufg. 13, S. 78. 

3. C _! " =-— '^ln|7» + 2 + l/7('?»' + 4»-lä)|. 

4. i — - — —- — ^arcsm - - arc sin 

J +l/-3a,' + 8» + 8 J/S IJ +1/3 U 

5. / — : , insbesondere aucli für n = ^r%. 



/ - [in (l- eos » + T/J- 2^ eos » + 1)]' : " - In ' . -"-'-^/^ ^ _°°'^'^ 
.In tjj4.„. 1-- _ln'' ' * 



Für ffi = -— IT wird 

/ - In tg i ji ^- j - 2,30259 log - 

V ""'12"/ 

6. Man beweise die PornieP) 



- L In -+-*^,L^ i./Ssei>0. 



d^ 

Vergleicht man den Integranden mit 



80ist(I-4«|3, ii--(l+oft((«+(J), c-(l+o')(l + /S'), und diese 
Werte sind nun in 

i[ln|ai + 4+ t'o(ort'+ 2yi + c))]"^" 

einzutragen. Für X — \ nimmt der Ausdruck unter dem Logarithmus 
die Gestalt - {ylt - Yßf il + ^liff an, für x-~l die Sestalt 
-(l/i-)/S'(l-V'ii3)'usw. 

1) Vgl. CL Hermite, Cours ü'anal.vse, i. Teil, Paris 1873, S. 3t4f. 
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184 §10. Die Integrale von der Form/-«(a;,y)da!, wo y = ]/äx'-{-' 2 fx'-'r c ist 

/• 3,5 — 4 , 

Die Äiiwendiiiig von Regel 2, S. 181 ergibt 

" ^-^ J y3«= + 6a!— 5 

WO A,^= \, Ä^ = — ^, Ä2 = — "l gefunden wird, 
ra»' — 8M + 6 , 

J"= {A^x' + A,x + .i„)l/a;^-4a;-7+A / , ..f , 

und zwar findet man J.g = 1, jlj = 5, ^^ °" ^^' -^s "" -^■'-'^■ 
9. / , ■ - dx. 

10. Wie groß ist der Flächeainhalt F der Zissoide 
{x'^y^)x-2lf^Q 

für das Intervall von x^ bis x^'} Wie groß ist insbesondere der Inhalt 
des oberhalb der 3;-Ächse gelegenen Flächen Stücks, das rechts durch die 
Asymptote x^2h begrenzt wird? (Vgl. Teil 1, S. 62f.) 
liier ist 

J. J -\/-ih-x J Y—x^ + ibx 

in dem Ergebnis von Äufg. 9 hat man daher a ~ — l,h ^h, c ^ Q zu 
setzen. So ergibt sich 

Z= i, - Y—x^+2bx+ 2 arcsni ^ 1 ,_ ■ 

Bei Bestimmung des Inhalts der oberhalb der x-Achse gelegenen 
Zissoidenfläche {x^ = 0, x^ = 2b) ist Regel 2, S. 61 zn beachten, denn 
für die obere Grenze 21 wird der Integrand unendlich groß. Man findet 
in diesem Fall 

F_lim[-!ii-V-S"''T2ii+ vBrc.m'-']___^_-?^'-»r«,b(-l) 

=lim — - yzhB — £^-\- -■ arcsm - ,- ■ — -y - aresm {— 1) 

36* . , ab' ■ / i\ o,s -1 3(1'« 

= -5- arc sin 1 — ■ arc sin {— 1) — öo' arc sm 1 = • 
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Flächeninhalt dev Zissoide. 185 

Der Inlialt der durch die ganze Kurve und ihre Asymptote a; = 26 
hegrensten Fläche ist wegen der Symmetrie der Kurve zur x-Adkae 
doppelt so groß uüd wird daher 3 ö*ra, also dreimal so groß wie der In- 
halt des Kreises, der gewöhalich zur Konstruktion der Zissoide be- 
nutzt wird. 



11. f+V^'[dx~f- ^"^f 



wobei die FäUe ay > und Ky < zu unterscheiden sind; a, ß, y, ö 
sollen natürlich reelle Zahlen sein. 

und zwar findet man 

daher wird 

im Falle «y > J = - ]/{(iX + ß){yx + d) 



+ V^y\<xx + ß){yx + d-j\, 
.im FaUe ay<0 J^^ y{ax+~ß) i_yx + d) 

H F-^ arcsm — ■'-■ ' „~^ ■ 

Hier bildet der absolute Wert von ad — ßy den Nenner des Argu- 
ments der Funktion arcsin. Der Ausdruck -\-yb^— ac der hei vorlie- 
gendem Integral benutzten Formel in Regel 1, S. 180 wird nämlich jetzt 
y-^(ad -\- ßyY — ccßyä, und dies ist ±: |- («iJ — ßy). Das zweite Inte- 
gral in Kegeil, S. 180 hat aber nur dann einen reellen Wert, wenn 
fe* — fflc>Oist, d.h. solange die Wurzeln der Gleichung a3;^-H 2bx-\-c — (i, 
also jetzt die Größen — ß : a und — d :y reell sind, und umgekehrt. In 
vorliegendem Integral sind diese Wurzeln reell, die Distriminante i^—ac 
also positiv, der Ausdruck + yh^ — ac wird gleich + i Vi '^'^ — ß?\^ ■ 

12, Unter den Voraussetzungen von Aufg. 13, S. 51 soR die Zeit- 
dauer t^ bestimmt werden, die der materielle Punkt braucht um von 
seiner Anfangslage aus die Strecke s^ zu durchlaufen. 

Hat der Punkt die Strecke s durchlaufen, so ist seine Geschwindig- 
keit nach Gleichung (5), S. 52: 



=s=+yv 



+ ; 
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186 g 10. Die Integrale von der 'EoTrafB{x,y)dx, wo )/ = "[/oa^'+ 21)x + cist 
hieraus folgt 

ein Ausdruck von der Form 

der in Aufg. 11 bestimmt wurde. Insbesondere im Falle v^ ^ wird 

uad dieser Ausdruck gelit durch die Substitution s ~ ^' in 

über. Daher folgt 
Hätte man bei 






das Ergebnis von Änfg, 11 benutzt, so wäre 

(4) ,,-il/|[yslJ:ru_|.„™T- + -j 

hervorgegangen, ein Ausdruck, der von dem zuvor erhaltenen nur schein- 
har verschieden sein kann. In der Tat läßt sich 

. -i/s," . 1 . a — 2s, , 1 TT 

arc sin 1/ m ■ — -■ arc sm "1" "2" "ä" 

überführen. Setzt man nämlich 



"j/"^- = sin-,- u 
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i Körpers gegen die Erde, 





1 


- 


• 


= 1—2 sin^ 1^ Jf = cos u 


daher 








^% — u = arcsinf 1 


oder 








u ^ —% — arc sin - 


folglich 














2 


... 


— |/|=l--i 






Um Kur Erdoberfläche zu gelangen (s^ = a, — K) würde der Punkt 
die Zeit 

e*) r_i]/^li/s(^s) + ».r»™]/"--»-l 

branclien. 

Eine aodere Form der Losung dieser Aufgabe ergibt sich, wenn 
man in (2) die IlilfsverUnderliehe (p durch a — S = « sin^ rp einführt. 
Alsdann wird 

s " acos^q;, (?s = — 2ösin^ eosgiiitp 
und 



(6) t,^-^]/■|■^■j^^aün■^^>d.p = -£^^_\.n^^2^>, + ^ 



^■Pil 



wobei sin^ tp, = (a — s,) : a ist ; insbesondere für s^^^ a — R, a^s^ — R 
wird sin^q[j,= — und mit dem hieraus bestimmten Wert von (p, geht (j 
in T über. 

Die Geschwindigkeit V, mit der der Punkt, wieder im Falle v^ — O, 
die Erdoberöäehe erreicht, war (vgl. Formel (G), S. 52): 



(7) F=4-]/- 



2?ü(a-B)_ 



diese wird nun F = + y^gR cos 91^, wo sin^ tp^ = R: a ist. 

Wenn ein Körper, dessen Abstand von der Erde so groß ist wie 
der mittlere Abstand des Mondes von der Erde, aus der Ruhelage gegen 
die ruhend gedachte Erde faUen würde, so würde bis zur Ankunft dieses 
Körpers an der Erdoberfläche eine Zeit verfließen, die nach Gleichung 
(6) gleich 4 Tagen SO^^ Stunden gefunden wird. Dabei ist für den 
Radius der Erde der Betrag R = 6370300 ra (vgl. Fußnote 1 zu S. 52) 



yGoosle 



188 g 10. Die Integrale von der Form/K(«, j/)d«, wo y = Yax^ -\-2bx +'c ist. 

angenommen, für den mittleren Abstand des Mondes von der Erde der 
Betrag 385080000 m; ferner ist g = 9,81 m/sekl Für die Endgeschwin- 
digkeit, mit der der Korper die Erdobeifläclie erreicht, würde man 
F, — 11,087 km/sek finden. 

Würde ein Körper, dessen Abstand Ton der Somie so groß ist wie 
der mittlere Abstand der l^de von der Sonne (etwa a = 149 ■ 10^ m), 
aus der Ruhelage gegen die ruhend gedachte Sonne fallen, so würde bis 
zur Ankunft au der Oberfläche der Sonne eine Zeit von etwa M^^ Tagen 
verstreichen; die Endgeschwindigkeit würde etwa 611 km/sek betragen. 
Dabei ist in den Formeln (6) und (7) für R der Radius der Sonne 
(69605 ■ 10* m), für g die durch die Masse der Sonne hervorgerufene 
Beschleunigung ^j (etwa 270 m/sek^) einzusetzen. Die Zahl 270 findet 
man bei Berücksichtigung der Tatsache, daß die Beschleunigung g^ an 
der Oberfläche der Sonne der Masse S der Sonne proportional, dem 
Quadrat des Radius jß, der Sonne umgekehrt proportional ist. Bedeutet 
k eine Proportionalitätskonstante, so ist daher g^ = kS : It^\ Analog 
besteht für die Beschleunigung g an der Oberfläche der Erde die Glei- 
chung g — JcE : li^, wo E die Masse, H den Radius der Erdkugel be- 
zeichnet. Ana den beiden Gleichungen folgt g^ = r^ ^ g, wobei S : J3 
etwa gleich 325000 ist. 

13. Unter welcher Bedingung ist 






rem algebraisch, d. h. welche Beziehung muß zwischen den Koeffizienten 
Og, a-^, »2, öj, a, b, c stattfinden, wenn das nach Regel 2, S. 181 in dem 
Wert des Integrals auftretende Glied 



\fv. 



fVaic^ + ^biv + c 
fehlen soll, also Ä^ = sein soR?^) 

Bei der Integration nach Regel 2, S. 181 gelangt man zu der Glei- 
chung 

%x^-i- a^x^ -\- a^x-i- (jg = (ax^ + 2bx + c)(2ÄaX + A^) 
+ (A^x" + A^x + A2){ax + l) + A^, 

aus der durch die KoeffiKientenvergleichung für ..4,^, A-y, A^, A^ die Be- 
Btiramungsgleichungen 

a^ --^ SA^a, a^ = bA^b + 2A^a, 
a^ = 2^c + SA^b + A^a, a^ = A^c + A^b + A.^ 

1) Die mit den Elementen der Beterminanteatlieorie niclit vertrauten Lener 
mögen Aufg. ]3 und 14 üb erschlagen. 
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algebraiäi;heri Wert gewiaser Integrale. 



hervorgehen. Bei Auflösung dieser Gleichungen mit Hilfe der Deter- 
minanten ist bekanntlich jede der Unbekannten Ä^, A^, A^, A^ gleich 
dem Quotienten zweier Determinanten, wobei die Determinante A des 
diesen Quotienten gemeinsamen Nenners aus den Koeffizienten der Un- 
bekannten gebildet wird und im vorliegenden Beispiel gleich 

j 3a I 
\ Dl 2a 



U 



i = 6«' 







I 



wird, während die den Zähler bildende Determinante aus Ä dadurch her- 
vorgeht, daß mau in ihr die aus den Koeffizienten der betrefPenden Un- 
bekannten gebildete Vertikalreihe durch die Reihe <*(,, ( 
Man findet hiemacli 

\-6a «,, ■ 



, ersetzt. 



ßa^Jj =■ 



i 5ö 2a 



und das Verschwinden d 



r Determinante ist die gesuchte Bedingui 



14. Die gleiche Aufgabe für die Integrale 

/- ^—. — dx und / — - 



I 7Ö 3a : 

I 3c 56 2a ' 

I 2c U a 

c h\ 







i? 


+ Ui+e 


4(1 








74 


3o 





3e 


6S 


2« 





2c 


36 








c 



Diese Determinanten haben von Null verschiedene Elemente nur 
in der Hatiptdiagonale und den heiäen zu, ihr oberhalb bzw. unterhalb 
paraUel laufenden lieihen.. Allgemein wird die JSavptdiagonale der De- 
terminante m'°'^ Grades A„„ deren Verschwinden die notwendige und 
hinreichende Bedingung für einen rein <dgebraischen Wert von 



(1) 



darstellt {m 



JV^x' + nx + c 



dx 



e ganse positive Zahl), durch die Elemente 
(2«>-l)S, (2t»-3)!>, ... 51), 36, 6 
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190 § 10. Die Integrale von der Voan fB{x,y)dx, wo y = yax^ -\-'ibs:+ eist. 
;t, die nächste obere parallele Reihe besteht aus den Elementea 



(» 


-l)o, 


(».-2)» 


die nächste untere au 


s 




( 


.-l)e 


{m — 2) c 



.. 2c, c. 

AUe übrigen Elemente sind Null. 

Übrigena läßt sieh diese Determinante A„, auch so schreiben, daß 
man ohne Änderung der Hauptdiagonale alle Elemente der eben er- 
wähnten einen zur Hauptdiagonale parallelen Reihe gleich 1 setzt, 
während die Elemente der anderen Reilie durch die Produkte 
(m— lyac, (m — 2)^ae, . . , iac, ac 

gebildet werden. Die vorhin geschriebene Determinante Aj kann daher 
auch in der Form 



9!. 1 











6»(! 7b 


1 








Sae 


5S 


1 








4ac 


U 


1 








ac 


i 



geschrieben werden, sie ist offenbar in bezug auf a und c symmetrisch. 

Determinanten dieser Art heißen Keüenbruchdeterminanten oder 
Kontmuanten, weil sie bei Bestimmung der Näherungswerte von Ketten- 
brüchen (kontinuierlichen Brüchen) Verwendung finden.') 

Ist m eine ungerade Zahl, so hat A^, wie sich leicht zeigen läßt, 
den Koeffizienten h als Faktor; für & = wird daher das Integral J^ in 
Übereinstimmung mit den Bemerkungen zu Aufg. 17, S. 179f. rein alge- 
braisch. 

Durch Berechnung von A,,^ mit Hilfe der Unterdeterniinanten der 
ersten Vertikal- oder Horizontalreihe gelangt man sehr leicht zu der Be- 
ziehung 

(2) A„. = (2m-l)öA„,_i-(m - l)^(icA„,_2, 

die zwischen A^, A„_;^ und A,^_2 stattfindet. 

1) Näheres über KontinuanteE findet man z, B. bei S. Günther, Lehrbuch 
der Determinanten-Theorie, 2. Aufl., Erlangen 1877, S. 133—144, bei E.Pas- 
cal, Die Determinanten, deutsche Ausgabe, bearbeitet von H. Leitamann, 
Leipzig 1900, S. 151—157 oder bei Borino Borini, I continnanti, Forli 1900. 
Vgl, ferner die Artikel von Ä. Loewy in Pascftls R«pertorium der höheren Ma- 
thematik, 2. Aufl., I. Bd. Analjsis, herausgegeb. von F. Epstein, Leipzig und 
Berlin 1910, S. 89f. und die Artikel von E. Netto und von A. Pringsheim in 
der Enzyklopädie der mathematischen Wiaaenschaften I. Bd., 1. Toil, Leipzig 1898 
bis 1904, S, 44 und 123. An allen diesen Stellen findet man auch nähere Literatur- 
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Bedingung für eineo rein algebradficlien Wert gewiBser Integrale. 191 

Beachtet man femer, daß A^ = 36^— ac, A^= 36(56^ — Zac) ist, 
so folgt aus der Beziehung (2) leicht, daß Ä^ im Falle eines geraden m 
die Potenzen von h nur mit geradem Exponenten enthält, also bei Ver- 
tauschung von h mit — b unverändert bleibt; im Falle eines ungeraden 
m treten in A,^ die Potenzen von h nur mit ungeradem Exponenten auf, 
Ä„ hat, wie schon erwähnt, h als Faktor. 

Hieraus und aus der Symmetrie von A„ in bezug auf a und c gehi; 
hervor, daß wenn das durch (1) definierte Integral J^ rein cägebraisch 
ist, auch die Integrale 

-■ dx, 1 . — drr und i , der 

yc*'+2&* + a jY^x-~2bx + c Jyex'-ibic + a 

rein alqehuisdi bind, und gleiches würde von allen Integralen gelten, die 
aus den soeben angebclinebetien durch solche Änderungen der Werte a, h, c 
hervorgehen, die den Quotienten V ae koitstant erhalten.^) 
V> Mau zeige, daß 

/■ — i^^d^ 

J ybx' — ea+ä 
rein algebiaiseh ist 

Dei Ausdmtk A, == ,it (5?>* — Siic) verschwindet im vorliegenden 
Eeiftfiiel, mm hiiilet 

16. Die gleiche Aufgabe für 

/' 113:^ — 1953;* , 

J y!c- + iix+b 

Man findet J = -^-(lla;ä— 77a^''+ 105a:- l'iD)Yx^~+öx+'6. 

17. jYäx^~+2bx'+cdx. 

Nach dem in Regel 3, S. 181 angegebenen Verfahren ist 






=dx = — tP^ l/a o;'^ + 26a; 4- c 

Ux + c 2« 

ac — 6' r d x 

~ ^" "j yax' + 2hx-\-c' 



1 Wean da-, Iiitif,r'ü J „ lem algel raisch sein soll, muß also entweder m 
eine ungerade Zahl nnd h^^O sein oder es muß bei beliebigem ganzem und 
positnem Wpi-te \on in der ijuotient 6 ao Wurzel einer gewissen Gleichung 
BPin und zwar ist diese ütle cliung vom Grade n , wenn iJi =^ 2 m oder m = iii-{-l 
iit Sie hat immer n leelle voneinandei verschiedene positive echte Brüche üu 
Wurzeln und steht in engster Beziehung zn dem Ansdruck für die KugelfunkUon 
erster Art un 1 m Ordnung Ich erwähne diea jetzt ohne Beweis und gedenke 
an -wideier btelle udher hierauf e 
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192 g 10. Die Integrale von det VormfR{x,y}dx, wo y = '\f'ax^ + 'ihs:'+ c ist. 
Insbesondere wird 

/ ym+ x^äx = Y 1/^^ + m -^ ^\a{x +l/icM- «») 
und 

/ym — x^ dx = ^ Vm— a;^ + -^ are sin -^ ■ 
2 2 Vi 

Nach Kegel 4, S. 181 folgt mit Hilfe der Substitution « — ?i - I : « 

J ('-''-, wo a(ß)-(al'+ 2bt + e)!'+ 2(ali + b)s + a ist 

19. C ß^__^. 

Mit Hilfe der Substitution x — 2 ^ 1 : s erhält man 

•'-'-Jv^+i'"' ^ (' " ■ »)K/■+^r+ s 

- I In (s + 2 + l/«'T4«T 3) - j^E^'i ysl?"- 8^+6 






Mit Hilfe der Partialbnichzerlegung von 1 : (a;^ — 4) folgt 






und wenn man nun auf jedes dieser beidea Integrale daBselbe Verfahrea 
wie in Aufg. 18 anwendet, ergibt sich. 

J = ,= arc sm ~ — = 
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Gleichmäßige KoiiTergeuz einer unendlichen Reihe. 193 

§11. 

Integration dnrcli Entwicklung in eine unendliche Beihe. 

1, Es sei eine miendliclie Reihe von reellen Funlstioaeu der Ver- 
äaderlichen x 

(1) üo + % + «2 + ■ • ■ + M„-l +"■.+ ■•■ 

gegeben, und ihre Glieder seien innerhalb eines gewissen Variabilitäta- 
bereiches eindeutig, endlich und stetig, Ist diese Reihe in dem dem 
Yariabilitätsbereich angehörenden Intervall a^x^h glekhmäßig kon- 
vergent^) und ist f[x) ihre Summe, so gilt die Formel 

{2)J}(x)dx ^ßtf^dx +ßA,^dx +Ju^dx^ hß-t^^iäx +fu^dz-]---. 

Im Falle eines unbestimmten Integrals kann man sagen; die fflieä- 
weise Integration der die Funktion f(x) darstellenden Reihe ergibt die 
Funktion F(x), die f(x) zur Ableitung hat, falls die Reihe (1) gleich- 



2. Ist die Reihe (1.) eine unendliche konvergente Potensreihe 

(3) «0 + a,x + a^x' -i- . . . + a^x" + ■ ■ ■ , 

so ist die gliedweise Integration innerhalb des Konvergenzbereiches stets 
gestattet.*) 

3, Die gleichmäßige Konvergenz der Reihe (1) in dem Intervall 
a -{- S ^x ^h — £, wod und e beliebig kleine positive Größen sind, 
ist zwar eine hinreichende, aber nicht die notwendige Bedingung för 
die Gültigkeit der Formel (2). Die notwendige Bedingung ist vielmehr 



1 fr^{x)dx 



1) Obgleich der Begriff der gleivliinaßigen Konvergenz schon in Teil I, S. 75 
definieit winde soll die Definition mit h,ui,li3i:,ht auf ihre Wichtigkeit hier wie- 
derholt wer<ien Eb aei s ^(j) die Snmme der i* + 1 ersten Glieder der die Funk- 
tion f{x) darstellenden Reihe (Ij und i„(ä;) sei der vom GKed m„_|,j an genom- 
mene Rest der Reihe also »"„W — Mn + i + «„+2 H '"i* A^f) = «„(») + '"„(«)■ 

Die Reihe (1) heißt aladann >ilef}imalltg loniergmt in einem gewissen Intervall, 
falls sich zu einer vorgegebenen behebig klein gewählten positiven Größe s eine 
Zahl m bestimmen läßt, ao daß iür jede» dem genannten Intervall angehörigen 
Wert X und für jedes J\ >m. diP Ungleichnag \ i'^(x) \ <^s gilt; ea muß also für 
jedes N^m der absolute Wert | « v+i + ^v+a + ' ' ' K* ^^'■^■ 

2) Dies beruht darauf daß jede Potenzreihe, die für einen gewiaaen Wert 
a; konvergent lat, m dem ganzen Intervall \on bia x gleichmäßig konvergiert. 

Diageiaar DiffeienUal u IntBKralrsotaiaog IL 13 



y Google 



194 § ii- Integration da:aih EntwiekluDg ic eine unendliche Reihe. 

wobei rjx'j einen Ansdruck für den Rest m,^^, + m^^^ + ■ ■ ■ der vor- 
gelegten Reihe bedeutet. Entsprechendes gilt für die Potenzreilie (3). 

4. Ist die Funktion f(x) durck eine Reilie von der Form 
(4) f(x) ^ a^smx -^ a^sin2x + ■ ■ ■ -\- ö^siuKa: + ■ - ■ 

4- Y&o + fiicosa: -\- 6jCos2« + ■ ■ ■ + h^aoänx -\- ■ • ■ 

dargestellt, die also nach den Sinus und Kosinus der ganzzahligen Viel- 
fachen der Veränderliehen x angeordnet ist, so sagt man f(x) ist in eine 
trigonomeirische oder Fowiersche Seihe entwickelt. 

6. Wenn eine Funktion f(x) die sogenannten Birichlet sehen Be- 
dingv/ngen erfüUt, d. h. wenn fix) in einem gewissen Variabilitätsbereich 
eindeutig und endlich ist, daselbst nur eine endliche Anzahl von Un- 
stetigkeitss teilen (Sprüngen) von endlicher Größe aufweist und in dem 
genannten Bereich nur eine endliche Anzahl Maxima und Minima hat, 
80 gestattet dio Funktion fix) die Entwicklung in eine Fouriersche 
Reihe, und zwar gelten in dieser Hinsicht die Sätze: 

6 a. Erfüllt f(x) die Dirieblet sehen Bedingungen in dem Intei'vall 
— it-^x ^%, so lassen sich die Koeffizienten der Reihe (4) durch be- 
stimmte Integrale darstellen, es ist nämlich 



(ö) 



= - j f{x)smnxdx, \ = — f f{x) cos nxdx; 



an einer Unstetigkeits stelle ist der Summenwert der Reihe gleich dem 
arithmetischen Mittel aus f{x -\- 0) und f(x — 0)}) 

5b. Irgend eine den Dirichletschen Bedingungen genügende, für das 
Intervall ^x ^% definierte Funktion läßt sich durch die Reihen 

(6) f(x) ^ a^sinx + ajsm2x + ' ■ ■ + a^sinnx + ■ ■ ■ 
und 

(7) f(x) -= -| &(,-]- 6i cos a; 4- \ cos 2ji; -|- ■ ■ ■ -f- ?>„ cos «a; + - - ■ 
darstellen, wobei 

^8) a„ = - j f[x)sin.nxdx, 1^ = — j f{x)cos.nxdx 

ist; die Reihe (6) ergibt für x == und x — :i den Funktionswert aller- 
dings nur dann, wenn dieser gleich Null ist.^) 

1) Die Bedeutnog der Anadrücke f{x + 0) und f{a: — 0) ist in Teil I, S. 192 
erläutert. 

a) Ztu: Bestimmung der KoeflvMenten a„ und 6„ der ßeihen (4), (6) und (7) 
in dem. Falle, wo die runktion f{x) nur empirisch gegehen ist, also z.B. aur 
für eine dislirete Anzahl von Werten X die zugehörigen y bekannt sind oder 
wenn die Kurve y.^f(x) gezeichnet vorliegt, vgl. C, Eunge, Theorie und Praxis 
der Reihen (Sammlung Schubert Nr. 32), Leipzig 1904, S, 147—168. 
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Eeihenemt Wicklung »yklometriactcr Funkt 

S c. Genügt die Funktion f{x) den DiricMet sehen I 
ist die zugehörige Fouriersehe Reihe in jedem Intervalle, das keine Un- 
stetigkeits stelle enthält, gleichmäßig Imnvergent. 



Beispiele. 

1, Die Funktion f(x) = arctga; ist durch Integration der Reihe für 
f'(x) = 1 : (i -\- x^) in eine unendliche Reihe zu entwickeln, dabei sei 
der Bogen arctga: in dem Intervall von — -^-jr bis + lir gelegen. 

arc tg X =- / (1 — a:^ + X* — ■ ■ -) dx ■= a; — - - - a:" + x^ — ■ ■ ■ 

hier ist C = 0, da für a; = auch aretga^ = sein boU. 

Die Reihe iefc jedenfalls für I a; , < 1 gültig; aber sie gilt auch noch 
füra: = ±l, wie schon in Teill, S. 93f. gezeigt wurde. Der Bogen 
liegt daher in dem Int-ervall von -— j% bis + ^jt. Die Verwendung 
der Reihe zur Berechnung der Zahl it wurde achon in Teil I a. a. er- 
wähnt. 

2. Die Funktion f{s;) -= arc sin x in eine unendliche Reihe zu ent- 
wickeln durch Integration von f'(x) — = 1 : ^I — a;*; dabei sei der Bogen 
in dem Intervall von — i re bis + i Jt 



^^2 3+2-4 5^ ^ 2-4-6---2n 2n-|-l^ 

Hier ist C = 0, da für x — auch arc sina: •= sein soll. Die 
Reihe ist jedenfalls für | a; | < 1 gültig (vgl. Teil I, S. 95), aher sie gilt 
auch für a: == ± 1 , wie gleichfalls schon in Teil I, S. 95 bemerkt wurde. 

Mit Benutzung der Reihe für In (1 + 1) folgt (vgl. Teil I, S. 80) 
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196 % 11- Integration durch Entwicklung ic eine unendliche Reihe. 

Der Integrand konvergiert, so lange — 1 <f ^ + l ist; für dieses Inter- 
vall gilt daher auch die durch Integration gefundene Reihe, aie gilt aber 
auch noch für x 1 (vgl. Teil I, S. 85, Aufg. 26). 

J^ j{l + t+t^i--..)\utdt. Nunist ii^-lniät^ — j^-l^—, 

(vgl. Aufg. 10, S. 66), somit J"=-{l-i-^ + -^ + ^ + -'-|- 

Später (S. 200) wird gezeigt werden, daß die in der Klammer 

stehende Eeihe die Summe -g-w^ hat, daher wird J — — ^x^. 
Ebenso findet man 



5. Nach Aufg. 48, 8. 90 ist 

Mit Hilfe dieser Formel soU In (t -f- yY+ f) in eine unendliche Reihe 
entwickelt werden. 

Für f^l gilt nach Teil I, S, 91 die Formel 

aus der durch gliedweise Integration 

/dt , f , t/i—;-^\ 1 a^s 1 . ;; 3.5 1 . .^ . 6 a;' 

:p^,-^-^-i»('=+yi+^')-.'=-Yx+2T4-ir-2.4.6^+'" 

für ^ 1 ^ a: ^ + 1 hervorgeht. 

6. f x'"'dx zu berechnen unter Benut/.ung derRe.üie für x'"'=e'""'-'. 
Hierbei sei n eine ganze positive Zahl. 

J=f\ l+nxlnx + ""'^"-^^^ + n^ln^ + . . . j c2ai, 

Bei der Integration dieser Reihe beachte man, daß die auf das erste 
Glied folgenden Glieder des Integranden für die untere Grenze des 
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Integrals nicht unendlich groß werden, denn lim.(xhi.x') ist Null. 
Femer ist, wenn p eine beUebige positive Zahl bezeichnet: 

fx'' (hl xy dx = ~^P~-- --^^^ fx"{lnxy-'dx; 
daher wird 

i x''(\.nxy'dx ^ jj-- / x''(}Tix)"~'-dx — {~-'\y ■ -r^ j x''[\Rx)"-~^dx 

_ (_ ly — "i- fx'^dx = (- 1> ^^n- ■ 

So findet man 

j x'"^ dx ^ 1 -- -^ + ^i — ^ -\ . 

7. Die Funktion )/ = ln(l — 2«coaa:-f ß^), wo zunächst k'<1 
sei, in eine nach Potenzen von a ansteigende unendliche Reihe zu ent- 
wickeln, indem man zunächst mit Hilfe der Methode der Eoeffizienten- 
vergleiehung die Gültigkeit der Reihe 



(1) 



L ^ = 



2 da X — Saoo 
beweist und alsdann : 

Zur Ableitung der Reihe für ~ -^ geht mau aus von 

«: — coa a; -= (1 — 2 k cos a; + ß^) | ö„ + a^ « + % «^ + % k' + ■ - ■ } 

und setzt zur Bestimmung von «p, a^, o^, ... in dieser Gleichung die 
Koeffizienten gleicher Potenzen von k", o}, a^, . . . einander gleich. Dies 
ergibt: 

— cosa: ~ «0, 

1 = «j — 2a^ cfi&x, 

= dj ~ 2«! cos a; + «0 , 

•= ag — 2a^ cos x -\- a^, 



;^ = 1 — ä cos^ x = — cos 2a;, 
a^= — (2cos2a;eüsa: — cosa;) = -— cos 3a;, 
isSarcoso! — cosSai) =- — cos4;r, . . ., «„=-■-- cos()s + 1)* 
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198 § 11- Integration durch EntwicMung in eine unendliche Eeihe, 

lietTorgelit. Hierbei ist die Gleiclmng 

Gosmx = 2cos(m— l)x cosa; — aos(m — 2)x 

benutzt, die man sofort durcli Addition der beiden Formeln 

aosmx = (ios(m — l)x cosx' — sin(M — 1)3; sina;, 

coB (m — 2)x = cos (m — i.)x cos x + sin (m — l)x ain x 

erhält. So ergibt sich schließlich die Reihe (1), die in dem Intervall 
^1 + d^ce^l — £, wo d und r beliebig kleine positive Größen bedeuten, 
gleichmäßig konvergiert, denn sie ist eine konvergente Potenzreihe, so 
kuge K einen echten Bruch bedeutet (vgl. Regel 2, S. 193). Die glied- 
weise Integration ist daher gestattet. Man erhält 

(2) -|-j/="-i-ln(l — Sk cos 37 + «^) = In 1/1-2« cos .r-l- a^ 

= — I (cos X -\- a cos 2x + tc^ cos Zx + ■ ■ ■)da 

= — {k coea: + -|-c^oos2a; + -a^aosSx -|- ■ ■ ■} ■ 

Die eigentlich hinzuzufügende Integrationskonatiinte ist Null, denn für 
a — ist auch y = 0. 

Im Falle « > 1 setzt man 

In]/!^ 2a cosa; + o;^ = In« + liil/^, - —cosx+ 1 

und darf nun die soeben erhaltene Reihenentwicklung benutzen, wenn 
man in ihr a durch 1 : k ersetzt. 

Für K=l foigt 
lnj2(l — cosai)} = ln(48in^-5-3:) = — 2|cosai + -|-cos23:+YCos3a;-| — } 
oder auch 

(3) In sin-^-a: = — hl 2 — {cosx -|- -i-cos 2« +y cos3k + • ■ ■ j ; 
für « = - 1 folgt 

In {2(1 + cos3;)| =ln(4cOB*-^i*!) = 2{cos3; — ■|-cos2a;+xcos3a: ) 

oder 

(4) In cos {-X - — In 2 + COS a; — i cos 2a:! + ^ cos Sa: 

Die erste der beiden Reihen (3) und (4) konvergiert für alle Werte 
vona: mit Ausnahme vona: = 2Ä:3rj wo fe eine ganze positive oder negative 
Zahl oder Null bedeutet'); die zweite Reihe. konvergiert für alle Werte 
von X ausgenommen x = (2Ä+ l)it. 

1) Man kann zeigen, daß eine Fouriersche Eeike konvergent ist, wenn ihre 
Koeffizienten unbegrennt abnehmende Größen von gleicttem oder abwechselndem 
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Ersetzt man in (3) und (4) x durch 2x, so folgt 

(6) In sin a: = — In 2 — { cos 2x +^c,osix +^ cos6x ^ ) ,' 

(6) In cosa: = — l!i2 + cos 2a: — y cos4;e +-3- cos 6a: — - ■ -^ 

Ausdrücke, die für alle Werte von x mit Ausnahme von x = Ji:r bzw. 
(2k + l)-s- konvergieren. Nach steigenden Potenzen von x angeordnete 
Reihen für diese beiden Funktionen findet man in Teil I, S. 83. 

lusbeBondere folgt / In sin xäx = j In cos xdx — — \x In 2, 

8. Die aus Aufg. 7 folgende Gleichung 

C) il|r2""c^r\"£;i< = eosa: ■- ß cos2a: + K^cosSa: (0<o;^l) 

ist nach x zu integrieren und hierbei das Ergebnis von Aufg. 21, S. 116 
zn benutzen. Man findet 

(8) arc tg— ^ - = aWiüX ~ -^^ &hi.'Üx -\- — sin 3a: ~ ■ - ■ j , 

wobei die lutgegrationskonstante Null ist, wenn der Bogen arc tg dem 
luteTvall von —\n bis +y« angehört. Die Integration der Reihe (7) 
ist gestattet, da die zugehörige Funktion die Dirichletaehen Bedingungen 
erfüllt (Regel 5). 

Für « == 1 folgt 

(9) yic = siua: ~ |-sin2a; +y siu3a; — ■ ■ -, 

eine für das Intervall —%<x<^ gültige Gleichung, und wenn man in 
ihr X durch % — x ersetzt, ergibt sieb 

(10) ^■X—^X^ sina; +-|-Bin2a: + |sin3a: ^ , 

eine im Intervall 0<a:<23i; gültige Entwicklung. 

9. Welche Reihe erhält mau, wenn Gleichung (10) noehmala inte- 
griert wird? 

- - x^ — —■zx^ K.mx A -i 1 -^- + ■ - ■ + C 



Voraeichen sind. Dio Konvergenz dei' nur die Koäinua enthaltenden Reihe be- 
darf allerdings bei gleichem. Voriciclien der Koeffizientea für die WerteiK=+2J;jr 
beaoa derer Prüfung, liei abwechselndem Vorzeichen für die Werte a! = :i;(2ft-|-l)5r. 
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Zui- Bestimmung der Integration skonstante wendet man dies Er- 
gebnis an auf x~0, was nacli Regel 3, S. ] 93 gestattet ist nad findet so 

(11) i-ä,--|«a,-co8a: + ^|^ + ^-iS + ...-(l+i + i+...). 

Die in der Klammer stehende (nach Teil I, S. 85f. konyeTgente) Reihe 
hat hierbei, wie sofort gezeigt wird, die Summe -jJt^. 

Zunächst ergibt nämlich die Subatitutioa x=^x in (11) die Reihe 

(12) -.'•'-l+i + i, + j^ + ---. 
Die Reihe 

läßt sich nun auch in der Gestalt 

schreiben; daher ist 9!^=- -^jt^ -[- -.-^äi woraus 

(13) 9!,= l + -^ + ^ + ^ + --- = |^= 

hervorgeht. 

10. Wird der Bruch Y^rlvio"^" ' 
von 1 subtrahiert, so erhält man 



1 — 2flcosx + ß" 
mit Rücksicht auf (1) in Aufg. 7 folgt daher 
-_^-A__^ =_A_(i^.2Kcos3; + 2R^cos23!-f'2a»cos3a; + ---), ci^<l. 

Nach Multiplikation dieser Gfleichung mit cos mx, wo m eine ganze 
positive Zahl ist, soll nun mit Benutzung des Ergebnisses von Aufg. 67, 
S. 96 die Formel abgeleitet werden 



(14) 



Bei gliedweiser Integration der in der angegebenen Weise erhal- 
tenen Reihe erhält man bei jedem Glied Null, ausgenommen bei dem 
Glied 2«"" eosma; ■ cosma^, dessen Integration 2a"'--|-3i; ergibt. 
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Im Falle a > 1 ist der in Aufg. 7 angegebene Wog einzuschlagen. 

11. f-A--- ■ 

Im Falle x^<,l wird 

1 a;^ , 1 - 3 «' 1 • 3 ■ 5 a!'^ , , ,, 

- »= - T T + 2 . 4 -i- ~ sTi Tu -JT + ■ ■ ■ + f- 
Im Falle ^^ > 1 setzt man x^ \:b und erhält 

also sohließlich. 

j_ _ 1 ^ A J_ _ ^-J 1_ ^ k^.:_^ _i 4_ c. 

12, / -'t-*^* ist in eine Reihe zu entwickeln. 

Unter Benutzung der Reihe für sin s (vgl, Teil I, S. 80) wird 



-f{^-¥.+i:~--)'"-''^i- 



r+ , 



Die Reihe gilt für aUe Werte von x\ die durch sie dargestellte Funktion 
heißt der Iniegralsinus und wird gewöhnlieh durch S'i.(x) bezeichnet.^) 

13. Die gleiche Aiifgabe für / - - dt. 
T f/l ' , '' '° I \^i 1 ^ b' — a' , h' — a' 



Die Reihe gilt für alle Intervalle von a bis b, die die Null niehfc ent- 
halten (Integralkosinus). 

1) Tafeln und grapHBche Darstellungen des Verlaufs dieser FHuktiou, so- 
wie des IntegralkoeinuB und lategrallogarithmus (vgl. Aufg, 13 und 14) findet 
man bei E. Jahnke und F. Emde, Funktionen tafeln mit Formeln und Kurven, 
Leipzig und Berlin 1909, S. 19—23. 
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202 § il' Integration durcb Entwickluiig in eine unendliche Bei 
14. Die gleiche Aufgabe für / ,- dt. 



! 31 ' 3 3! 



Die Reihe gilt für alle Werte von t mit Ausuahnie von i = 0; ist i 
negativ, so ist das erste Glied der Reihe durch In (— f) zu ersetzen (vgl. 
Regel 7, S, 2f.). Durch die Substitution e' = a verwandelt sich die letzte 
Gleichung in 



J b^ 



= lnlQ0 + ina + -, 



und diese Formel gilt für aUe positiven Werte z>l, während im 
Intervall < ^ < 1 das Glied Inlii^s durch ln(— In^) zu ersetzen ist. 
Die durch die Formel dargestellte Funktioa heißt der Integrallogarifhmm 
und wird gewöhnlich durch li {«) bezeichnet. 

15. Man beweise die für alle reellen Werte von x gültige Formel 

(1) Je-dt _ . - ^- + ,', '' - i "/ + j', ",'-•■■■ 

Der Beweis bedarf keiner Erläuterung; doch werde noch folgendes 
bemerkt: In § 13, Aufg. 12, S. 227 f. wird die Formel 

(2) fe-'\U= + iy'7t 
bewiesen; mit ihrer Hilfe folgt 

(S) fe-" dt-+ -} y% -Je-'' dt. 

Bei großen Werten von x wird man die Reibe (1) zur Berechnung 
des Integrals nicht anwenden, weil sie dann zu langsam konvergiert. 
Man verfährt in diesem Fall folgendermaßen; 

Mit Hilfe teilweiser Integration ergibt sich leicht die Formel 

dt, 

und durch Auflösung nach dem zweiten Glied der rechten Seite dieser 
Gleichung nnd Integration von t — x bis i= co, wo a;>0 sei, folgt 



ch Auflösung nach dem zweiten Glied der r< 
lg nnd Integration von t — x bis i= oo, wo , 
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Wird diese Formel für m ■= 0, 1, 2, 3, . . . hingesehrielDen, so erhält 
man aus den so entstehenden G-leichungen sofort die Reiher 



/' 



(5)- 

Diese Reihe ist allerdings, wenn naan sie ins Unendliche fortsetzt, 
divergent, da die absoluten Werte ihrer Glieder von einer gewissen Stelle 
an zunehmen; aber trotzdem ist die Reihe brauchbar, denn wenn man 
sie an einer Stelle ahbricht, ist der absolute Wert des Fehlers kleiner 
als der absolute Wert des Gliedes, nach dem man abgebrochen hat. 
Offenbar ist nämlich der Wert des Integrals 



f-f,^ä,, 



das einen Faktor des letzten Gliedes der rechten Seite von (5) bildet, 
kleiner als das Produkt aus i ^„-^s- und dem größten Werte e^*', den 
e-'" innerhalb der Grenzen t^ x und t ^ oo annimmt: nun ist aber 



r dt ^ 1 1 



2" + 



nnd hiermit ist die ausgesprochene Behauptung bewiesen. 

WiU man also das vorgelegte Integral mit Hufe der Reihe (ö) be- 
rechnen, so muß man bei einem Gliede abbrechen, das so klein ist, daß 
es vernachlässigt werden dai'f. Hier liegt das Beispiel einer unendlichen 
Reihe vor, die bei Berücksichtigung einer Anzahl n von Gliedern zu- 
nächst mit wachsendem n eine Funktion mit großer Annäherung dar- 
stellt; sobald aber die Anzahl n eine gewisse Grenze n = N überschreitet, 
nimmt die Annäherung ab, denn man hat ja eine divergente Entwicklung, 
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Bei diöBeii Reihen kann der Unterscliied zwischen dem wahren 
Wert ihrer Summe und dem angenäherten Wert nicht beliebig klein 
gemacht werden durch Berücksichtigung entsprechend vieler Glieder, 
wie dies bei den konvergenten Reihen der Fall ist, sondern die An- 
näherung iat begrenzt. Man nennt Reihen dieser Art haJb'konvei'gmt. Der 
"Vorteil, den ihre Anwendung bietet, wächst mit wachsendem sc; sie 
werden daher besonders angewandt, um den Wert einer Funktion für 
einen großen Wert der Veränderlichen zu berechnen. 

16. Mit Hilfe der Kormel (4), S. 202 leite man eine nach Potenzen 
von 5— j geordnete Reihe ab für das Integral 



Wenn in (4), S. 202 die Zahl n der Reihe nach gleich n, m + 1, 
w + 2, . . ., n -{- m gesetzt wird, folgt leicht 

Jr I- 1> (a«+l)C2«-|-3)- . .(2« + 3'»-l)l 

Auch diese Reihe ist halbkonvergont ; ähnlich wie in Aufg. 15 zeigt 
man, daß beim Abbrechen der Reihe an irgend einer Steile der absolute 
Betrag der Summe der vernachlässigten Glieder kleiner ist als der abso- 
lute Betrag des Gliedes, nach dem man abgebrochen hat. 

17. Mit Hilfe von Gleichung (6) ist das Integral 



/^" 



1 eine halb konvergente Reihe zu entwickeln. 
Durch die Annahme n=\ folgt ans (6) 






-,(«. 
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18. In Aufg. 17 setze man f^^ z und leite so eine halbkoavergente 
Reihe für 

ab, wo i; > sei. Figur 43 zeigt deu Verlauf der Puniition y = 

Zunäclist ergibt sich 

Hieraus folgt, wenn man x^ durch ^ ersetzt und die Reihe (7) benutzt 

+{-i)"";+(-i)-*'-»--pf«'l. 



wo & einen positiven echten Bruch bedeutet. 

Bei kleinen Werten von % ist diese Reihe nnbraueb- 
bar; man bestimmt in diesem Falle das Integral mit ""^ 

Hilfe der nach steigenden Potenzen von s geordi^eten Reihe für 
Aisdann folgt 






dB 



(10) 



7= ( ■ äz = liml Inm — K + «" yr — ^ ~v"^ ' ' ' 



-j]nS-e + y|-- J-|- + --) 

wenn man den Grenzwert des ersten Klamm eransdrueks mit Jj, die 
zweite Klammer mit J"^ bezeichnet. Hier kann J^ durch 



äl>°-/""""^ 
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ersetzt werden, wie man leicht sieht. Ferner ist 



f^.f"..=f^'^^^-..-f^:^ 



' ii 



wo das zweite Integral der rechten Seite für lim w = oo verschwindet; 
daher wird 

Jj ^ lim jln« -J ~ \~ ^'' äz\, 
und wenn man 1 — 3 = ?/ setzt, folgt 
(U) J. = Um(ln«-j'^^^^\^j=^Iiin(ln«-y(l+y+j,^+.-. + |/"-i)rfj/j 

^lim(ln^-{l + | + -| + .-.+ ^)j. 
Dieser Grenzwert ist nun berechnet worden, und zwar fand man 

(12) lim jl +y + y + ----h ./-in«! =0,5772156649..., 

eine Zahl, die die £'Mfe»'ScAejfo«s((mte (mitunter auch -MiiscÄeröwJsrfieJEoji- 
stante) genannt und häufig mit dem Buchstaben y (oft auch mit C) be- 
zeichnet wird. ^) Während die harmonische Reihe lim (1+ o+'tH 1 — ) 

divergent ist (vgl. Teil I, S. 85), konvergiert also der Ausdruck 

1 + Y + ■> + ■ ■ ■ + 1- - '■> " 

für liinw = c3o nach der endlichen Zalil ji^ 0,577 .... 
Aus (10) und (12) folgt nnnmehr 

(13) J''7'''-i-i-ü+ Ij: '■'^-l'- 

19, Die Integration unendlicher Reihen läßt sich mitunter auch 

1) Die BeKieliung (12) ist natürlich zur Berechnung von y ganz angeeignet, 
weil die Glieder der divergenten harmonischen Reihe zu langsam abnehmen. Für 
die Methoden detBerechnung vgl. manz. B. J.A. SeiTet, Lehrbuch der Differential- 
und Itttegraliechrrang, i. und 5. Aufl., beaib, von G. Scheffers, 2. Bd., Leipi^ig 
wnd Berlin 1911, 8. 211 und 258. 
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benutzen, um die Summe einer solchen Reihe zu finden. Wenn z. B. die 
Summe S der für x^^l konvergenten unendlichen Reihe 

(1) S= ^ ^-g ^ ^4 + 8w+l ■'"8«+S~ 8^+5" 8^+7 + ■*■ 

insbesondere also auch (für x = -{-l) die Summe der Reihe 



gefunden werden soll, so beachte man, daß die Reihe (1) durch das be- 
stimmte Integral 

S^J(14 t'-t* - f + ■ ■ ■ + f" + f''+^ - l*"'+*-t''"^' + ■ ■ ■)dt 

dargestellt werden kann, dessen Integrand, wie leicht zu sehen ist, die 
Summe (1 + fi) :(l + t^) hat. Daher wird 



-m 



Man berecline dieses Integrai unter Eüeksiclit auf Äufg. 24 und 25, 
S. 134 f. und bestimme insbesondere auch die Summe S,. 
Man erhält 

S-+Yl/2arotgj^,; 

filra:-! folgt S-S, -+ i«l/2. 
20. Das Integral 



f::y 



in dessen Integranden m und n ganze positive Zahlen sind, durch Ent^ 
Wicklung in eine unendliche Reihe zu berechnen und zu zeigen, daß sich 
daraus für m= 1, » — 3 die Summe der Reihe 

in der Gestalt ~lln2 -\- \ ergibt.^) 



1) Zur Darstellung dieser und iilmlicher lutegrale duich Kettenbrücke vgl. 
0. Perron, Die Lehre von den Kettenbrüchen, Leipzig und Berlin 1918, S. 308. 
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Wird der Integrand in eine Reihe entwickelt, indem i 
Neuner in den Zähler diTidierfc so folgt 



- + ■•■, 
f> 1+'" 



m » + n ' » + 2» m + 3« 
Für m = 1, K ^ 3 ergibt sich 

4^~ 



— ] — „ . - - 



ein Integral, das schon in Äiifg. 23, S. 134 bestimmt wurde, allerdings 
ohne Berücksichtigung von Grenzen. Werden diese eingetragen, so er- 
hält man den vorhin angegebenen Wert. 

Die Summen zahlreicher anderer unendlicher Reihen lassen sich be- 
rechnen, wenn man m und n andere Zahlenwerte gibt; so z. B. liefert 
m = 2, n ~ 2 die Beihe 



§12. 

Elliptisclie Integrale. 

1. Elliptische Integrale sind Integrale von der Form 
fE(x,y)dx, 
wo R eine rationale Funktion von x und von 



bedeutet, und zwar muß hier mindestens eine der beiden Größen «u, a^ 
von Null verschieden sein und der Radikand der Quadratwurzel y darf 
keine doppelte NuUsteUe haben, oder mit anderen Worten: die Gleichung 
vierten Grades, die mit «/ = gleichbedeutend ist, darf keine Doppel- 
wurzel haben. Würde dies nämlich der Fall sein, so hätte man ein schon 
in § 10 betrachtetes Integra!, ea läge kein dgmiliches elliptisches Inte- 
gral vor. 
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Das Woit elhjdisrl} lat zugefügt, weil die wiclitige Aufgabe, die 
Bogenlänge emei EUip&e zu bestimmen, auf ein solches Integral ge- 
führt hat. 

2. Jedes eigentliche eUi[)tische Integral kann durch eine Substitu- 
tion von der Form^) 

7Z + S 
in ein anderes 

übergeführt werden, wobei 

(1) Z = y(a? + b)~{c?~+d) und P^' = konst. j^ 

ist. 

3. Jedes eigentliche elliptische Integral jlt{x,y)dx kann in eiae 
Summe tou der Gestalt 



jMä.+p 



übergeführt werden, wo M und N rationale Funktionen von z^ sind und 
Z durch (1) definiei-t ist. 

4. Jedes eigentliche elliptische Integral kann in eine Summe zweier 
Integrale 

rqdx 



f.s.,p 



übergeführt werden, wo P und Q rationale Funktionen von x'^ sind und 

ist. 

5. Das in ßegel 4 auftretende Integral / - „ " läßt sich als eine 
Summe darstellen, deren Summanden durch die mit gewissen konstanten 
Faktoren multiplizierten elliptischen Integrale 

n(n, k,x) = +f ^£S==.__ :..-_ 

1) Näheres über die hier nntl in füegel 4 zur Verwendung kommenden 
Substitutionen, findet man in den auefillirlicheren LelLTbäckern. Wir verweisen 
z. B. iinf J. A. Serret, Lehrbuch der Differential- imd Integralrechnung, 4. und 
5. Aufl., bearbeitet von G. ScKeffers, 2. Bd., Leipzig und Berlin 1811, S. 78 bis 
96; H. Durege, Theorie der elüptiscteE Funktionen, 5. Aufl., neu bearbeitet von 
L. Maurer,Leipzigl908, 8. 31f.; M. Krause (unter Mitwirkung von E.Naetaeh), 
Theorie der elliptiscben li^inktionen, Loipaig und Berlin 1912, 8, 169—181. 
DiugeLdey: DiSeientiDl- u. iDtegraliechuuu^. U. 11 
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und durch Ausdrücke von der Form 



s W 1/(1 - X') (1 -. iv) , 9, W *'-7r$S^.^^ 

gebildet werden, viog{x)\xaAg^(x) ganze Funktionen von« sind, während 
m eine ganze positive Zahl, 1^ ein positiver echter Bruch und n eine 
Konstante ist; die Veränderliche x^ kann aUe Worte von NuU bis Eins 
annehmen. 

Die Integrale FQc, x), E{k, x), ll{n, li, x) lassen sieh, von be- 
sonderen FäUen abgesehen, nicht in geschlossener endlicher Form durch 
algebraische oder die elementaren transzendenten Funktionen ausdrücken; 
sie sind vielmehr selbst neue transzendente Funktionen, die man durch 
Entwicklung in eine unendliche Reihe berechnet. 

6. Die in Regel 5 erwähnten Integrale FQ^jx), JE(Jc,x), IJ(n,k,x) 
sind der Reihe nach die elliptischen Integrale erster, sweiter tmd dritter 
Gattung m der Normalform von Legenäre\ die Zahl ft heißt ihr Modul, 
n heißt der Parameter des eUiptisehen Integrals dritter Gattung, 

7. Diese elliptischen Normaliutegrale gehen durch die Substitution 
a; = sin qo in die trigonomdrischen Normalformen 

F{t, <f)-f~T7=sP=i=, E(l, 9») - + fl/l-l'lTnVdy, 
J -tyi. — ABinifj J 

n(n, Ic, q>) = + f ^ =. 

Über. Werden diese Integrale mit der unteren Grenze und der oberen 
Grenze qi^ versehen, wobei (verglichen mit den Normalformen in Regel 6) 
x^ = sin (pj^ ist, so heißt die obere Grenze ^^ die Amplitude des Integrals; 
der Ausdruck -(- l/l — Ä^ sin^ qj wird gewöhnlieh durch A(p bezeichnet. 
Da X nach Regel ö auf das Intervall von — 1 bis + 1 beschränkt ist, 
kann man 9 auf das Intervall von — ^n bis + y jr beschränken. Die 
Integrale F und F mit den Grenzen und 1 (in der trigonometrischen 
Normalform mit den Grenzen und y it) heißen vollständige Integrale 
und werden durch K und F bezeichnet. 

8. Man kann bei dem Integral 



/dip 



die obere Grenze rp^ als Funktion des Integralwcrtea u betrachten und 
schreibt in diesem Falle q?j = amw oder genauer <p^ •= amM, mod k, 
d, b. cpj ist die Amplitude von u modalo /c. Aladann wird (vgl. Regel?) 

x^ =^ sinaniM, + j/l — x^^ = cos amw, + l/i —k^x^^ = Äamw, 
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wofür man nach dem Vorschlag von Chr. Gudermann^) kürzer 

Xi = BUM, +yT— Xj^ = enWj +yi —k^x^^ == dn« 

zn acbreiben pflegt. Der Ansdruek Aamw und die trigonometriBehen 
Funktionen von am u heißen elliptische Funhtionen. 

Beißpiele. 

1. Die Werte zu bestimmen, die die mit den Grenzen und 9?^ ver- 
seheaen trigonometrischen Normalintegrale annehmen, wenn der Modul 
ft gleich NnIL ist. 

Aus Regel 7 folgt F{0, ip^) = £(0, q>^) = ip^; ferner wird 

Setzt man im Nenner des Integranden 1 = cos^ip + sin^y, so wird 

J7(n, 0,9i)=r .-i-^ll ^ - - 
und dieses Integral ist im Falle 1 -1- w > nach Aufg. 12, S. 107 gleich 

:^;^arctg(>/nMtgyJ. 
Für « ^ 1 folgt 

; kann man 1 + « = — m^ set2 
m tg q) = s das Integral 

l) Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 18 (1838), S. 12, 



Im Falle 1 -j- w < kann man 1 + « = — m^ setzen und erhält dann 



woraus durch die Substitution tg q) = s das Integral 
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hervorgeht. Nach Aufg. 2, S. 113 ist der Wert dieses Integrals ohne 
Berücksichtigung der Grenzen 5 — In -^^ + 0) ^^''^- Y~^ 'i~ — z~^''' 
(vgl. Regel 7, S. 2f.). So ergibt sieh schließhch 

"("'»■ ^-'-.y^-^'-l^-^S-::-^' " + '<»■ 

2. Die gleiche Aufgabe für den Fall, daß der Modul 7c ^ 1 ist. 
Hier folgt 

-f (1, f^) -jwq, = l^tg {t + -") > (^g^- Äufg. 5fi, S. 94), 

■S^(l) ^1) ^J cos cpdfp = sm^j, 

f' 
7J(„, l,q,J = /' 4-^. ^ ■ 

Dieses Integral geht durch die Substitution sirnj; = ^ in 

worauf Parti albnrchKerlegung des Integranden zum Ziel führt. IMaE 
erhält 

n{n, l,<pi) = a,i~~\ In _ '*™ *' + 'v arctg (Yn sin ^J, falls )i>0 ist, 
n(n, 1, w,) = l In ^^ '™ 'P' für ra = 0, 

Hierbei kaaii -^ In _ ^!" '^' - durch In tg (^ + "t) ersetzt werden, wie 
sich leicht durch einfache gonio metrische Umformung ergibt. 

3. Mit Hilfe der Substitution «^ = 1 : ? soU gezeigt werden, daß die 
Integrale 

einander gleich sind.^) 

1) Die transformierte Form dea elliptiachen Integrals «rater Gattung, bei 
der z^Q, 2 = 1. ^ = i'^ die Wurzeln des Radikanden im Nenner darstellen, 
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4. Man zeige, daß das elliptische Integi^al erster Gattung F(k, x^) 
in Äufg. 3 durch die Siibstitution 

wo a eine positive Zahl und ^ die neue Veränderliche ist, in das In- 
tegral 

(2) j^Yc^f-^^^^^J: 



über geht, wo 



_ (2-Ä^)« 









und e, -f ßj + Cg = ist. 

Die Form J des eUiptischen Integrals erster Gattung wird als 
dessen Weierstraßsche Normcdform bezeiclmet. Die untere Grenze «j 
von J ergibt sicih aus (1) durch Einsetzen von a^ = a.j und Auflösen 
nach :S. 

5. Unter der Schivmgtmgsdauer eines Fendels versteht man bekannt- 
lich die Zeit, die das Pendel zu einer Schwingung ans der einen Grenz- 
l^e (etwa links) in die nächste Grenzlage ^ 

(rechts) braucht. Diese Schwingungsdauer T 
soll bei einem niathematiaehen Pendel von der 
Länge l bestimmt werden; dabei werde ange- 
nommen, daß man das Pendel zur Zeit f = 
in eine Lage gebracht hat, in der es mit einem 
nach dem Mittelpunkt der Erde gerichteten ^ 
Lote den Winkel SOA^a (Fig. 44) bildet; 
alsdann überläßt man das Pendel dem Einfluß 
der Schwere. Der Widerstand der Luft bleibe 
unberu cks ichtigt. 

Zur Zeit t sei das Pendel unter dem Winkel ^j^ ^^ 

SOP = <p gegen das Lot OS geneigt; m sei die 

Masse des schwingenden materiellen Punktes P und g die Beschleunigung 
der Schwere. 

Nach einem Grundgesetz der Dynamik ist das Produkt aus der 
Masse m und der Änderung dv, die die Geschwindigkeit des Punktes P 

wurde von Riemanii in seinen Vorlesungen häufig gebraucht. Vgl. B. Riemann, 
Elliptische FunktiotieE,lirsgg. von H, Stahl, Leipzig 1889, S, 13— 16. Auci F.Klein 
(Mathematische Annale», Bd. 14 (1879), S. 116 [1878]) hebt die Wichtigkeit 
dieser form des Integrals hervor. Vgl. ferner L. Fucha, Journal für die reine 
und angewandte Mathematik, Bd. 71 (1870), S. 113, 118, 121, Bd. 83 (1877), S. 16 ff. 
[1876]; Gesammelte Werke, herausgegeben von R. Fuchs imd L. Schlesinger, 
Bd. 1, Berlin iy04, S. 365, 271, 274, Bd. 2, Berlin 1906, S. 87ff.; R. Fucha, 
Sitzungsberichte der Berliner mathematischen GeBellschaft-, Bd. 8 (1H08), S, 2. 
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■während des Zeiteleineats dt ei-fahrt, gluieh dem Produkt aus dt uad 
der in RiclitUQg der Bewegung des Punktes genommenen Komponente 
der wirkenden. Schwere mg, oder anders auagedrttckt : das Produkt 
aus der Masse und der Beschleunigung ist gleich der in Krichtung 
der Bewegung des Punktes genommenen Komponente der wirkenden 
Kraft. Diese Komponente ist, wie man der Figur entnimmt, gleich 
mgsyD.(f\ daher folgt 

(1) m-~ '^mg%vix(p 

und hier ist " = j,, wenn äs das während des Zeitelements (?#besehrie- 
bene Bogenelement bezeichnet (vgl. S. 13, sowie Teil I, S. 17), Wird 
der von dem Pendel beschriebene Bogen von der Anfangslage OÄ aus 
gemessen, so ist ds ^^ — Idtp, wobei das Minusaeichen steht, w^eil einer 
Zunahme ds des Bogens eine Abnahme des Winkels cp entspricht. Die 
Gleichung (1) kann daher durch 

(2) —l ^^, ^gsmip 

ersetzt werden. Nach Multiplikation von (2) mit — 2 ^ folgt 

c-, dm d^w ,, . dip 

dt dt ^ dt ' 

eine Gleichung, deren linke Seite die Abeitung von 1 1 *) darstellt, so 
daß uunmebr 

(3) ^ ' ~~,jf ~ "" — ^^sin^j-j oder ld(~\ =- — 2gäiatpd(p 
hervorgeht. Durch Integration erhält man 

(4) !{:g)'-2scosy + ». 

Die Integration skonatante c ergibt sieh, wenn man beachtet, daß zur 
Zeit < = die Geschwindigkeit gleich Null und 9) ■= a ist; daher wird 
c = — 2gooaa nnd 

(4 a) l( ,'f ) ■= 2g (cos 95 — cos «) , 

somit 

Bezüglich des Vorzeichens ist folgendes zu beachten: Bei der 
Schwingung in der Richtung von A nach S nimmt (p ab, d(p ist ne- 
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gätiv, man hat daher ein MinuezeicbeD zu setzen, damit die rechte Seite 
der Gleichung (5) gleich der positiven Größe dt werde. Bei der Schwin- 
gung Yon S nach B ist d 95 positiv, man hat in (5) rechts das Plos- 
zeichen zu setzen. 

Mit Hilfe der Formeln 0039= 1 — 2sin^ jq?, eoaß = 1 — 28in*|o; 
folgt 

^ ' * 9 2-l/ain'^a — sm=^q. 

Wie man sieht, führt die Bestimmung von t axt^e'm elliptisches Integral. 
Bevor wir dieses berechnen, werde die Aufgabe nur mit einer Annäherung 
gelöst unter der Annahme, die Amplitude a sei so klein, daß es gestattet 
ist sin y K durch -| k und daher auch sin { tp durch ^ 9 zu ersetzen. Als- 
dann wird die Zeitdauer t^ der Schwingung von Ä bis S: 

Genau dieselbe Zeitdauer ergibt sich für die Schwingung von S 
bis zur Grenzlage OB. Daß diese Zeitdauer t^—t^ sein muß, folgt 
übrigens auch aus einem Satze der Mechajiit, demzufolge ein materieller 
Punkt, der sich lediglich unter dem Einfluß der Schwere im luftleeren 
Baum frei oder auf einer gegebenen Kurve oder Fläche bewegt, bei 
jedem Durchgang durch dieselbe Horizontalebene die gleiche Geschwin- 
digkeit hat. 

Die Zeitdauer T der Schwingung von A bis B wird demnach 

(8) T-l,+t,-,]/i. 

Bei Einführung der Länge \ des mathematischen Sekundenpendels, 
die durch 1 = jt [/-' bestimmt ist, kann man die Gleichung (8) auch 
in der Gestalt 

(9) !■=]/,[ 
schreiben. 

Will man die Schwingungsdauer T in aller Strenge ableiten, so ist 
auszugehen von 



w 


K--y 


ij +i/i 


oder 






(7.) 


'.-+y 


ii...« 



(10) ir__|/' T— 

^ ' 2 I öJ '21/ 



y,m-l,,- 
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Durch die Substitution 
(11) sin^ß^ft, sin -| qo = & sin K) , ^ cos \ ip d<p = J^aosm dm 

gellt dieser Ausdruck in das mit dem Faktor +1/— versehene voll- 
siändige Integral erster Gattung K über (vgl. Regel 7), man erhält 

Duroh Reihenentwicklung folgt 



K-J[l+^(Jt sin 0,)= + y (;■ sin »)< + ^-;|^ J (t si 



,.)•- 



woraus bei Anwendung der Formel 



/sin", 



(Tgl. Anfg. 76, S. 99) die Gleiolinng 

(13) ,.=«/i-(i + (i)V+(-)'*.+G-:»::)'p + ...j 

hervorgeht. 

Für die Zeit (, die das Pendel braucht um von J. nach P zu gelaugen, 
findet man nach (6) und (1 1), wenu V ^ V ^ " ^'^^ ain j t/j — fc sin % ist: 

und mit Bücksicht auf (12) ist alsdann 

Dieser Ausdruck \T ~ t ateUt die Länge der Zeit dar, in der das Pendel 
aus der Lage 0^ in die vertikale Lage 08 schwingt. 

Bei der Berechnung des Winkels 9:1, den dag Pendel nach Verlauf 
der Zeit t <i\T mit dem Lote 08 bildet, beachte man, daß aus (14 a) 
nach Regel 8 die Gleichung 

H = am j]/5(J 7^-i)j, modfe = sin|«, 
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hervorgeht, woraus nach (11) 

(15) sin — ip = ft sin m ^ Je sin am 1 1/ j- ( y T — f J , mod /,; = am ■ a 
folgt; ferner wird 
(15a) eosy y = Aam ['[/5(yr-(!)j, mod /; =^ sin -J c. 

Auch die Geschwindigkeit v des Pendels zur Zeit t ^jT läßt sich 
nun leicht berechüen. Aus den Bemerkungen zu (1) folgt 

dt 
und nach (4 a) 

(16) \v\ = + y2'gi'(öos^~-"cosK)'^ + 2j/^!fceos£o 

oder 

(16a) !«| -2l/^BinY«cosaiK (]/^-(-i-r — Aj , modÄ: = sinyß. 

Das Pendel erreicht die größte Geschwindigkeit v = V, wenn 
cos (0 = 1, also (0 = ist; dann wird nach (14 a) i = |- f, das Pendel 
hängt lotrecht. Offenbar ist V^ ^Yglainja. 

6. Es soll nun die vorhergehende Aufgabe dahin abgeändert werden, 
daß man dem Pendel zur Zeit i = 0, wo es mit dem Lot OS denWinkel 
a bildet, eine Anfangsgeschwindigkeit Uq erteilt. Wir erinnern hierbei 
an die Jedermann bekannte Tatsache, daß bei hinreichend großer An- 
fang'igeschwmdigkeit v^ das Pendel im volleti Kreise herum schwingt, 
wihrend es bei entsprechend kleinem Werte (!„ eine ähnliche „pendelnde" 
Bewegung zeigt wie in dem soeben betrachteten Falle v^ = 0, Man 
wild ilso unwillkürlich die Frage aufwerfen, welcher Betrag der An- 
fangsgeschwindigkeit i>(| diese beiden Fälle trennt. 

Auch jetzt gelten wieder die Gleichungen (1), (2), (3) uad (4), 
aber die Inte grations konstante c in (4) erhält nun einen anderen Wert. 
Beachtet man, daß aus (4) für die Geschwindigkeit ^ = — ^-jt ^^^ ^^' 
atim mun gsgleiehung 

«^ = 2glcos(p -\- cl 

folgt, so erhält mau bei Anwendung dieser Gleichung auf ( = 0, (p ~ a, 

(1) ° v,'-2,lma + cl, 
daher 

(2) v^ — v,^ = 2.(7 i (cos ip — cosffi) = 45ri(sin^-i« — sin^-l-tp). 

Es fragt sich, ob es nunmehr überhaupt eine Lage des Pendels gibt, 
in der dieses für einen Augenblick die Geschwindigkeit Null hat, und 
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wie groß der dieser Lage zugehörige Winkel tp iat. Zur Entscheidung 
dieser Frage setzt man in (2) v = und findet a" 



(3) 






Aus dieser Gleichung folgt, daß das Pende! nur dann eine Ruhe- 
lage einnimmt, wenn 
(4) L ^ igl sin^ I K + ü„5 ^ igl 

ist, denn im Faiüe Aglsm^~cc-irVfj^>Agl würde siii^j9>l, also (p 
nicht reell sein. 

Im Falle L<.igl wird das Pendel nach "Üherachreifcung der lot- 
rechten Lage OS mit allmählich abnehmender Geschwindigkeit bis 
zu einer gewissen Grenalage steigen, in der es mit dem Lote OS einen 
Winkel ß bildet, und zwar ist 

die zugehörige Geschwindigkeit ist NuU. Nachdem daa Pendel diese 
Grenzlage erreicht hat, kehrt es wieder zurück. 

Im Falle i>4^i ist die dem Pendel erteilte Anfangsgeschwindig- 
keit Wg so groß, daß dasselbe nie eine Grenzlage erreicht, der die Ge- 
schwindigkeit Null zugehört, rielmehr wird das Pendel im Kreis herum- 
echwingen, also Yolle Umläufe machen. 

Eine besondere Behandlung verdient der Fall L = 4:gl; hier wird 
die Geschwindigkeit Null zwar in einer gewissen Grenzlage erreicht, der 
der Winkel ß = 180" zugehört, aber dies geschieht, wie wir sehen werden, 
erst nach unendhch langer Zeit, also asymptotisch. 

Wir wollen nun diese drei Fälle näher betrachten. 

A. L = 4:gl8hx^^a-^Va^<4gi. 

Nach (2) wird 

(6) „._p(g)'^i.-4,i™»l^, 
daher 

(7) dt- "J, 

oder mit Benutzung Yon (5); 

(8) '"-^Tl/Iy;,..==si=- 

Bei der weiteren Behandlung der Aufgabe ist nun analog zu ver- 
fahren wie früher (S. 216). Durch die Substitution 

ein I ^ ~ fc, sin "l y = k sin od 
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geht das au (8) gebörige Integral in die Nonnalform des eUiptischen 
Integrals erster Gattung über. Für die Zeitdauer der Schwingung aus 
der Anfangslase OA in die lotrechte Lage OS findet man 



(9) 
wobei 






"-'-U-V'^E? 



ist. Für die Zeitdauer der Schwingung aus der Lage OS in die Grenz- 
lage OB, der, wie wir oben sahen, der Winkel ß zugehört, findet man 



(10) 



'^nfvA^-^n-: 



wobei wieder h = siujß und K das au k gehörige vollständige ellip- 
tische Integral erster Gattung ist. 

Dies ist dieselbe Gleichung wie (12) in der vorhergehenden Auf- 
gabe; nur muß man beachten, daß nunmehr 

ist, während in (12), S. 216 fc gleich Bin|-« war. (Für i'„ = geht 
natürlich der jetzige Wert k in den 
früheren über.) 

Genau dieselbe Zeit t^ braucht 
das Pendel, um aus der Grennlage 
OB in die Lage OS zurückzukehren; £<; 
nach Überschreiten derselben steigt 
das Pendel zur Grenzlage 07?', der 
der Winkel SOB' = SOB = ß 
(Fig. 45) zugehört, und auch dieses "n-'^'- 

vollzieht sich während einer Zeit, die so groß wie t^ ist. 

Die Zeitdauer T der Schwingimg von B bis B' wird daher 




(11) 



T - 3(, 



2yiK. 



Aus (2) folgt, daß das Pendel seine größte Geschwindig 
der lotrechten Lage OS(cosq3 =- 1) erreicht; offenbar ist 



(12) 



F= -hW + ■iö^isin^i«. 
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B. Es sei I,s4^ism^|ß + V> ^9^- 

Durcli Einführung der Größe \^ = 4gl : L geht die Gleichung (7) 
über iu: 

(13) dt^T-r-^-^^=^---> 

woraus durch die Substitution y qo = e» 

(14) dt = + -— -^ -— = + L 1/ — 

hervorgeht. 

Pur die Zeitdauer der Schwingung aus dei' Anfangslage OA. in die 
lotrechte Läse OS findet man 



Für die Zeitdauer der Schwingung des Pendels aus der tiefsten 
Lage OS in die entgegengesetzte höchste Lage OS' folgt 

(16) >'-^'^vy'y=t^^.-,-^"^v-i^- 

Genau dieselbe Zeit braucht das Pendel, um mit TTberschreitung der 
Stelle S' aus der Lage OS' in die Lage OS zu schwingen, denn man 
würde zur Berechnung dieser Zeit den Ausdruck 






finden, der durch Einführung von (^ v 






, 1" 

Obergebt. Die Zeitdauer eines vollen Umlaufs des Pendels ist natür- 
lich 2 ig. 

In der tiefsten Lage ist die Geschwindigkeit, wie aus (2) folgt: 

(17) y-+yv+l^iBin-"i«, 

in der höchsten Lage 



(18) F' -+)/»,■ -4j7!cos'{k. 
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C. Es sei L = 4:glsm^\a + v^^ = igl. 
Aus (7) folgt nim sofort 

daher ist die Zeitdauer der Schwingung aus der Anfangslage OA in die 
lotreolite Lage OS: 

(20) t^ = +\ l/- I %- 

oder mit Rücksicht auf Aufg. 58, S. 94: 

(21) t, - +]/:; [btg (i + -)]-■= + y ;-i»tg'-t'' 

Mit "Überschreitung der Lage OS beginnt das Pendel mit ab- 
nehmender Geschwindigkeit zu steigen, bis seine Geschwindigkeit Null 
wird; dies tritt, wie schon S. 218 erwähnt wurde, ein, wenn das Pendel 
mit der Lage OS einen Winkel von 180" bildet, also die zu OS entgegen- 
gesetzte Lage OS' eingenommen hat. Für die Zeit, die bis dahin ver- 
fließt, findet man 

das Pendel nähert sieh daher asymptotisch der Lage OS', ohne sie jß zu 
erreichen. 

Für die Geschwindigkeit in der tiefsten Lage findet man 

9 IS- 
Differentiation eines bestimmten Integrals nacli einer der 
beiden (Jrenzen; Differentiation nnd Integration aaeli einem 
Parameter. 

1. Wird 



J-J'md':-F(«)-F(ß) 



aJs eine Funktion der oberen Grenze u oder der unteren Grenze a be- 
trachtet, so gelten die Gleichungen 

falle die Funktion f(x) an den Stellen x =- it bzw. x = a stetig ist. 
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222 § 13. DiffereEtiation eiueH bestimmt. lutegi. nach einer der beiden Grenzen. 
2. Enthält der Iiitegrand einen willkürlielien Parameter a und wird 
J=jf{x, ci)dx = F{u, <x)~F{a, <x) 
als eine Funktion von a betrachtet, so gilt die Gleichung 



^=./^1^' 



mau kann daher die DifFerentiation eines Integrals nach einem iü ihm 
enthaltenen Parameter statt nach Bestimmung des Integrals auch vor 
der Integration, d, h. unter dem Integralzeichen ausführen. Hierbei ist 
voraiisgesetzt , daß die Grenzen m und a von dem Parameter a unab- 
hängig sind; ferner soU. f(a;, a) eine stetige Funktion von x und a sein, 
die eine stetige partioUe Ableitung nach a hat. Der Variabilitätsbereich 
von tt kann natürlich ein anderer sein als der von x, aber wenn f(x, «) 
in dem Bereiche a -{- d ^x ^h — f, wo^ und * beliebig kleine posi- 
tive Größen sind, stetig ist, so stellt auch J eine im "Variabilitätsbereich 
des Parameters a stetige Funktion von a dar.') 

3. Sind die Grenzen a und u bei dem soeben betrachteten Integi-al 
Funktionen von a, so gilt die Gleichung 

4, Für die Differentiation eines unbestimmten Integrals 

j =ff{x, k) dx - F{x, ß) + c , 
nach dem in f{x, a) enthaltenen Parameter « gilt die Regel 

Hierbei sind c und c-y völlig vrillkür liehe Konstanten. 
6. Ist f{x, a) innerhalb eines Bereiches von x und eines Bereiches 
von K stetig und ist 

ff(x,a)äx = ,T, 

so gilt die Gleichung 

fj . da =^f^ff{x, a)dajdx 

1) Über die Anwendung der vorstehecdea Regeln auf Integrale mit nnend- 
lichen Grenzen vgl. man z. B. C. Joi-dan, Coiirs d'analyse, Bd. 2,Paiia 1883, S. IGO. 
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J'ijh^, ^)äx]da =f[ff{x, a)dajdx. 

Die Integration von J nach a kann daher unter dem sich auf x he- 
zieheiiiJen Integralzeichen ausgeführt werden, mit anderen Worten: 

Die Reihenfolge der beiden iei f{x, «) a/wsnufuhrettden Integrationen 
ist willkürlich. Voraussetzung ist natürlich, daß das zu je einer Ver- 
änderlichen gehörige Paar von Integrationsgrenzen von dei' anderen Ver- 
änderlichen unabhängig ist; auch müssen diese Grenzen innerhalb der 
betreffenden Stetigbeitsbereicbe liegen. 

6. Die Differentiation und Integration eines Integrals nach einem 
Parameter läßt sich leicht verwenden, um aus einem Integral, dessen 
"Wert bekannt ist, den Wert eines anderen Integrales abzuleiten. 



Beispiele. 
Jx"dx = ^^^^ (« + 1>Ü) 



ist k mal nach dem Paramter n zu differenziere! 
Man erbält 



J>(i,. 



■)'dx-(-l)' 



(» + !)*+"' 



ß- 



(«>0) 



ist (p — 1) mal nach a zu differenzieren. 
Man erhält 



/"-— ^i?^ 



insbesondere für a = 1: 



JxP-^e-^dx = (p — 1)!. 

Dieses Integral wird nach A. M, Legendre gewöhnlich durch V{p) 
bezeichnet; Gauß benutzte das Zeichen TT(^ — 1). Man nennt diese» 
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Integral die GammafunJdion oder das Eulersche Integral zweiter Gattung; 
in § 14 wird es näher betrachtet. 

3. Aus der Formel 

-cosaa; + c 
durch Differentiation nach dem Parameter « eiae neue t'ormei abzuleiten. 

r 1 X . 

j xcfisaxdx = ^cosßa; + sinea; -f Cj. 

4. Die gleiche Aufgabe bei 

wenn 6 der Parameter ist. 
Man erhält 

5. Die Formel 

n mal nach ö zu differenzieren. 
Man erhält 

6. Nach Anfg, 12, S. 107 ist 



/« 



Man differeüziere diese Gleichung je einmal nach a und einmal 
nach b und benutze diese beiden Ergebnisse zur Ableitung der Formel 



/■- '-'- - f + M 
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Die Differentiation nach tt ergibt 



J {a'eos'x-fb^^ia'x)^ '2o'ö 



/^ 



Tjdx 



7. Der Auadruck 
ist nach b zu differenzieren und alsdann J mit Rücksicht auf die Formel 



/- 



coa?>3!(ia; 



(vgl. Aufg. 2, S. 105) zn berechnen. 
Offenbar ist 



J=^ j —i\rTi df> = arc tg - -(- 



C. 



Da für 6 = aach J^O wird, ist die Integrationskonstante C gleich 
Null, wenn arc tg — zwischen — y st und -|- ^ '^ genommen wird; man 
erhält daher 

(1) ( '~--^^^^^ dx = arc tg ^ (a > 0) . 
Für fl = ergibt sich die i'ormel^) 

(2) J'^'-'-dx-±ln 

WO das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem ?»>0 oder <0 ist. 

1) Zum Nachweis, daß der Übergang zu a ^ erlaubt ist, vgl. k, B. E. Czuber, 
Votlesungen über Differential- und Integralrechnung, Bd. 3, 2. Aull., Leipzig 1906, 
S. 164—166. 
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Man beachte, daß der Wert dieses Integrals von dem absoluten 
Wert der Größe i unabhängig ist. Dies ergibt eich auch, wenn in dem 
Integral durcb die Substitution hx = z aa Stelle von x eine neue Inte- 
grationsveränderliche is eingeführt wird. 

8. Im Anschluß an die letzte Formel zeige mun, daß das Integral 

•T= j Bin^a:sin9a;siu»-J! ■ — '- (p, q, r > 0) 

gleich ^re oder gleich ist, je nachdem sich aus den Größen J9, q, r, 
wenn man sie als Längen von Strecken deutet, ein Dreieck konstruieren 
läßt, das diese Strecken zu Seiten hat, oder nicht. Dabei werde noch 
angenommen, daß p > g > r sei.^) 
Zunächst ist 

sin qx sin rx = \ [ cos {q^ r)x — cos (g -p '") * 1 > 
daher 

sin^^K sin ga; sin rx ^\ { sinpa: cos {q^ — r)x~ ampx cos {q + f)x \ ; 
mit Hilfe der Formel 

sin_p X cos (3 — »') '^ = l I sin (jj -+- g — r) x + sin {p~q^ r) x \ 
und der analogen Formel für smpx cos (g + r) x erhält man also 

J=j \ \ sin(j)4-Q— r)a:+sin(p-g+f)3:— ain(i)+g+r)a;— sin(j>-g— )-)a:) --^'^■ 

Daß>(i>r>0 vorausgesetzt wurde, sind die drei Größen p -j~ 2 — *", 
p — g -f )" und i) 4" g + *" sicher positiv ; hingegen ist _p — g — r negativ 
oder positiv, je nachdem man aus den Strecken^, q, r als Seiten ein 
Dreieck konstruieren kann oder nicht. Im ersten Fall wird daher mit 
Rücksicht auf (2) in Aufg, 7: 

im zweiten Fall wird 

9. Aus der Gleichung 



j-.^. 



dx = - -^ {b> 0) 



leite man durch Multiplikation mit db und Integration nach dem Para- 
meter h innerhalb der Grenzen b = « und i — ß eine neue Formel ab, 

1) Vgl. A, Sommerfeld, NacbricMen von der Gescüsobaft der Wisaen- 
schaften zu Göttingen, math..-phj8. KlaEae, Jahrgang 1S04, S. 118. 
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Man erhält 



/---V"-''^-!«*^ 



10, In Aufg. 1 ■wurde aus der Fonnel 

(1) Jx" dx = -~^^ (n + 1 > 0) 

durch Differentiation nach dem Parameter n eine neue Formel erhalten; 
nun soll durch Integration you (1) nach dem Parameter n innerhalb der 
Grenzen k und ^, wo a -(- 1 > und ^ + 1 > sei, eine neue Glei- 
chung abgeleitet werden. 
Man findet 

J \nx '^^-^'^ß + 1 

11. In gleicher Weise ist die Formel 

je--^dx^\ (<^>0) 

mit bezug auf den Parameter a zu behandeln. 
Man findet 

f'- -' V^ - " d^ - ^^ V . (« > 0, ^ > 0). 

12. Zur Berechnung von 

J ^ j e'"' dx 
setzt man zunächst x = ct2, wo « > sei, und erhält hierdurch 

Diese Gleichung multipliziere man nun mit e""' äa und integriere als- 
dann ihre beiden Seiten nach a innerhalb der Grenzen und oo . Alles, 
was sonst zur Berechnung von J erforderlieh ist, findet eich dann von 
selbst. 

Die Gleichung 
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ergibt 






j^ + l-Y^. 

Vgl. auch Aufg, 15, S. 202, Äufg. 9, S. 242 und Äufg. 13, S. 31B. Offen 
bar ist 



j'e-^'dx^+yn 



13, Aus dieser letzten Formel soll man mit Hilfe der SubstitutioE 



ie-"'''--^'-'dz = e='-.^-yjr 



ableiten. 

14. Das Integral 



ß- 



spielt eine wichtige Rolle in der Theorie der Beohaditungsfehler. Es 
möge dies im folgenden kurz dargelegt werden. 

Wenn eine Größe durch Beobachtung oder Messung bestimmt werden 
soll, wird man nicht nur eine Beobachtung machen, denn diese kann ja 
eehr leicht mit einem yerhältnismäßig großen Fehler behaftet sein; man 
wird vielmehr eine ganze Reihe von Beobachtungen anstellen. Die hier- 
bei auftretenden Fehler sind teils unregelmäßig (zufällig), d. h. sie haben 
ihren Grund in Umständen, die sich während des Verlaufs der Beob- 
achtungen ändern können, teils sind sie regelmäßig (konstant), d. h. sie 
sind durch einen sich fortwährend in gleicher Weise äußernden Umstand 
verursacht. (Vgl- Teil I, S. 142). Wir wollen im folgenden annehmen, 
daß die einzelnen Beobachtungen gleiche Zuverlässigkeit haben und 
nur zufällige Fehler vorliegen; es soll also kein Grund vorliegen 
eine Beobachtung für wertvoller zu halten als eine andere. Alsdann 
zeigt die Erfahrung, daß bei diesen Fehlem ein gewisses Gesetz zum 
Ausdruck kommt, das sich auf die Größe und Häufigkeit der Fehler 
bezieht. 

Zur Ableitung dieses Gesetzes hat Gauß zunächst als Grundsatz 
aufgestellt, daß der wahrscheinlichste Wert der unbekannten Größe durch 
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das arithmetische Mittel der einzelnen Beohachtungen dargestellt wird. '■) 
Äußördem wird die durch die Eifahi-ung bestätigte Annahme gemacht, 
daß kleine Fehler häufiger vorkommen als große, und zwar um so häu- 
figer, je kleiner sie sind; äußerst geringe Fehler werden also am häu- 
figsten auftreten. Ferner nimmt man an, daß positive Fehler ebenso oft 
vorkommen wie negative. 

Es sei nun x der bei einer Beobachtung begangene Fehler, nnd 
X + Ax der Fehler bei einer anderen Beobachtung; ist n^ die Anzahl 
aller in das durch x und x + Ax begrenzte Intervall fallenden Fehler 
und N die Gesamtzahl aller Beobachtungen, so ist w^n^:N die Wahr- 
scheinlichkeit für das Äultreten eines innerhalb des genannten Intervalls 
liegenden Fehlers. Hierbei soll n^ als Funktion von x betrachtet werden. 
Die Größe w hängt selbstveratändlieh von Ax ab; die Annahme scheint 
plausibel, daß für sehr kleine Beträge Ax die Wahrscheinlichkeit w zu 
Ax proportional ist, so daß angenähert w = ip{x)Ax gesetzt werden 
kann, und zwar wird diese Gleichung der Wahrheit um so näher kommen, 
je kleiner Ax ist. Bei einer gegebenen Reihe von Fehlern ist q)(x) ein 
Maß für die relative Häufigkeit des Fehlers x. Dabei darf jedenfalls an- 
genommen werden, daß die Fehler ein gewisses Intervall nicht über- 
schreiten, sondern zwischen gewissen Grenzen — a und + a gelegen 
sind; die Funktion <p(_x) muß dann von der Beschaffenheit sein, daß sie 
für I iC I > I CT I verschwindet. 

Wir lassen nun die Größe des IntervaUes von 3; bis a: -f- Ax nach 
NuU streben, indem wir Ax nach Null streben lassen und bringen dies 
dadurch zum Ausdruck, daß wir Ax durch dx ersetzen. Alsdann ist 

tv --^ n^: N = cp {x) dx 
die Wahrscheinlichkeit für das Auftreten eines Fehlers in dem Intervali 
von X bis a; + dx\ natürlich ist dieser Wert w unendlich klein. Da 
ferner die Summe aller für das Intervall von — a bis -|- a gebildeten 
Werte n^ gleich JV sein muß, ist fix) jedenfalls eine Funktion, die die 
Bedingung ^ 

j(p(x)dx=l 

erfüllt, und natürlich maß auch 

i(p{x)dx = l 

1) Dies würde aach die „Methode der kleinsten Quadrate" ergeben. Sind 
nätnlicli z^, 3j, ... S„ die n beobachteten Werte der Größe s, so sind ^ — s^, 
Z — «1 , ... s ^ E„ die Fehler der Beobachtungen. Die Forderung, daß die Summe 
der Quadrate der Fehler ein Minimum sei, führt auf die Gleichung 

z^ ^^^(^,+% + --- + 0- 
Vgl, Teil I, S. 142. 
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sein, wo | ^ ; > | « j ist, denn außerhalb des Intetvallos \oii ~ a bis + « 
liegende Fehler kommen ja nach Voraussetzung nicht vor. Insbeson- 
dere muß 

j <p{x)dx^ 1 



Bildet man die Sumil^e aller AuBdriitike (p[x)dx für das Intervall 
von x^ bis x^, bildet man also 



i ^(x)d. 



[»j; 



so ist dieses Integral ein Ausdruck für die Wahrscheinlichkeit, daß ein 
Fehler zwischen den Grenzen x^ imd x^ liege. 

Theoretische Erwägungen, insbesondere von GauB und Laplace^) 
sowie zahlreiche Erfah]-ungen haben gezeigt, daß die Funktion 

wo c nnd h reine Zahlen bedenteu, das „FeJilergesets" für x^ ^a sehr 
gut darstellt. Die Forderung 



je ■ e~'''^'''^dx 



ergibt mit Rücksicht auf A.ufg. 12, S. 228 für e den Wert h lY^, so- 
mit 



Die oben erwähnte Forderung 



1) C. F. Ganß, Theoria motus corporum coeleatlum, (1800), Art. 175—179; 
Ganß Werke, Bd. 7, Leipzig 1906, S, 240—346; P. S. Laplace, Th&rie analyti- 
que des probahilitea, Paris 1812, Bnch 2, Kap. 4; 3. Aufl., Paria 1820, Art. 23; 
OeuTres corüplfetes, Bd. 7, Paris 1886, S. 343. Vgl. auch F. W. Besse!, Unter- 
auckangen über die Wahrscheinlichkeit der Beoh achtungsfehler, Astronomische 
NachriohtBn, Bd. 15 (1838), S. 369; Besaels Abhandlnngea, hrsgg. von E. Engel- 
mann, Bd. 2, Leipzig 1876, 8. S72— 391. Im übrigen verweisen wir aui näheren 
Orientierung über die Theorie der Beobaektungsfehler auf die Werke: E. Czuher, 
Theorie der BeobachtungafeUer, Leipzig 1891; F. R. Helmert, Die Ausglei- 
chungerechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate, 2. Aufl., Leipzig und 
Berlin 1907; E. Cznber, Wahrscheinlichkeitsrechnung, 2. Aufl., Bd. 1, Leipzig 
und Berlin 190S, besonders 8. 346—375; A. Ä. Markoff, Wahrscheinlichkeits- 
', deutsche Ausgabe von H, Liebmanu, Leipzig und Berlin 1912. 
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ist natürlieli r 
Tatsäclilieh erreicht 



erfüllt, um so genauer je größer Ä i 



schon für J. = 3 den Wert 0,9999779 und für A^i ergibt sich 




■) Figur 46 stellt die Kurve y = e~^ dar, Figur 47 die 
K-urve 

P =° "> " / e~^~di. 

Die Zahl ä kann mit Gauß^ als ein Maß der Genauigkeit oder 
Präzision der Beobachtungen gedeutet werden. Offenbar ist nämlich 






die Wahrscheinlichkeit dafür, daß bei irgend einer Beobachtungsreihe, 
für die die Zahl h den Wert li^ hat, ein Fehler vom absoluten Betrag | z \ 
kleiner als die positive Größe | oder ihr gleich sei, und 

hat die entsprechende Bedeutung für eine gansi andere Beobachtungs- 

1) Eme Tafel füi- lUe Werte der Funktion ^ (e-''dt ündet maaz. B, 

bei E. Czuber, Tlieorie der Beobachtungsfehler , Leipzig 1891, S, 411; eine 
Tafel für dieselbe Funktion nnd ihre sechB ersten Ableitungen findet mau bei 
H. Bruns, Wahraciieinliclikeitsceclinung und Kollektivmaßlelire, Leipzig und 
Berlin 1906, im Anhang; E, Czuber, WahrscheinlichkeitEreclmung, l.Bd., 2. Aufl., 
Leipzig und Berlin 1908, S. 385—404; E. Jahnke und F. Emde, Funktionen- 
tafeln mit Formeln und Kui-ven, Leipzig uud Berlin 1909, S. 33—42; A.A. Mar- 
koff a. a. 0., S. :il2— 317. 

2) Theoria motue corporum uoelestiam (1809), Art 17S; GauB Werke, 
Bd. 7, Leipzig 1906, S. 245, 
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reibe mit h—'h^ und für das Intervall von bis + »J- Durch die Substi- 
tutionen hiX = gi, h^y = s^ gehen diese beiden lutegrale über in 



w, = -^ / e ■' dz. , w„ = ——. I e' 



daher wird Wi= w^, falls h^^ — h^ij ist. Wird diese Beziehung ange- 
nommen, so ist die Wahrscheinlichkeit für das Auftreten eines dem 
Intervall von bis 5 bei der ersten Beobachtungsreihe angehörigen 
Fehlers gerade so groß wie die Wahrscheinlichkeit für das Auf- 
treten eines dem Intervall von bis ij angehörigen Fehlers bei der 
zweiten Reihe. Je größer nun ^, verglichen mit rj, bei einer will- 
kürlich aber fest gewählten Wahrscheinlichkeit w^ = w^ ist, um so un- 
genauer ist die erste Beobaehtungereihe, verglichen mit der zweiten ; oder 
m. a. W. um so genauer ist die zweite Reihe, verglichen mit der ersten. 
Für |>i3 ist aber auch fts>A^, daher ist die Genauigkeit propor- 
tional zu der in der Funktion <p{x) auftretenden Zahl A, diese Zahl kann 
somit in der Tat als ein Maß für die Präzision der Beobachtungen an- 
gesehen werden. 

Einen Ausdruck, der die Größe h in ihrer Abhängigkeit von den 
1 Fehlem X^, x^, ■ . ■ x^ darstellt, gibt Gauß') in der Gestalt 



"=V\ 



2{x,^-\-x,' + -.- + x„') 



wo n die Anzahl der Beobachtungen bedeutet. F. Hausdorff^) findet, 
daß daa Pr'azisionsmaß h rund der reziproke Wert derjenigen Zahl ist, 
die von 167o "ier beobachteten Fehler überschritten, von 847o nicht 
erreicht wird. 

15. Auf das in Aufg. 12 berechnete Integral 



-/'■ 



■'^x= + Y Yn 






zurück durch die Substitution x = e~'''. 

1) Bestimmung der Genauigkeit der Beobachtungen, Act. 3, Zeitschrift für 
ÄBtronomie, Bd, 1 (1816); Gauß Werke, Bd. 4, Göttiagen 1S73, S, 111. 

2) Berichte der Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig, math.-pbys. 
KlasBe, Bd. 53 (1901), S. 164—166. 
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Hier wird In - ^ s^, dx= — 2ge~'''di:, daher 

Ji= / — 20- ^'(^5=. +1/31. 

16. Die Formel 

dadurch zu beweisen, daß man bei dem in Äufg. 12 berechneten Integral 

x^ durch iC ersetzt. 

17. Setzt man in dem Integral von Äufg. 13 die Größe ?i = und 
erstreckt man die Integration von bis ao, so folgt 



fe-'"--'ds=' l^y-x 



Aus dieser Formel leite man dureli Differentiationen nach dem 
Parameter a aadere Formeln ab. 
Zunächst folgt 

alsdann 
allgemein wird 

wo n eine ganze positive Zahl ist. 

18. Die kinetische Energie (lebendige Kraft) einer Masse m, die 
sich mit der Geschwindigkeit u bewegt, ist bekanntlich -|wsw^. Man 
bestimme hiernach die gesamte kinetische Enei^e 2" der geradlinigen 
Bewegungen der in der Volumeinheit enthaltenen n Moleküle eines 
Gases, wenn die Anzahl dn derjenigen Moleküle, deren absolute Ge- 
schwindigkeit einen zwischen m und ti + du gelegenen Betrag hat, durch 
das Maswellsche Verteüyngsgesetz (vgl. Aufg.. 27, S. 72) 

(1) dn -= =^ € "' u^du 

gegeben ist. 
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Die gesamte kinetische Energie 2" der geradlinigfn Bewegungen 
aller w Moleküle ergibt eitli, wenn man dn mit \mu^ multipliziert und 
alle diese Produkte addieit, d li ubei ^tini^dn von u = bis ?( == oo 
integriert. Man erhält 



(2) 


3"- 


c=l/^' ,, 


oder (nach Aaig. 17 


) 




(3) 


r- 


-^-mnc' 



wenn 1/ die Geaamtmaase mn der in der Volumeiiiheit enthaltenen n 
Moleküle bedeutet. Umgekehrt folgt 



w '-^Vii 



Sind «j, Mj, . . . t(„ die Gesuhwindigkeiton der einzelnen Moleküle, 
SO ist die kinetische Energie: 

und bei Einführung des Mittelwertes ü^ der Quadrate der einzelnen 
Geschwindigkeiten : 



(5) P- = -^ ^-I^^- 

wird 2"= ^))(w[;'*= ^MU^, daher ergibt sieh mit Rücksicht auf (3)-. 

(6) n'-ic'. 

Wir haben vorhin nur von der kinetischen Energie der geradlinigen 
Bewegungen der Molelcüle gesprochen; in Wirklichkeit hat jedes Molekül 
noch eine innere Energie, nämlich die lebendige Eraft der Schwingungen, 
die die Atome des Moleküls ausführen und etwaiger Rotationen des 
Moleküls. Nach den Anschauungen der Mnetischen Theorie der Gase 
ist die vorhin bestimmte kinetische Energie T' der absoluten Tempe- 
ratur T des Gases proportional, und zwar findet man die Beziehung^) 

(7) 1"= l-MrP=^BTG, 

wo R die sogenannte Gaskonstante (vgl. Teil I, S. 34), g die Beschleu- 
nigung der Schwere und G das Gewicht Mg bezeichnet. Aus dieser 
Gleichung folgt übrigens die zur Berechnung von Ü wichtige Glei- 
chung 

(8) U = ]/5Iifg. 

, Teoliniaolie Wärmolehre, Münolicn und Beil in 
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Mit der Größe TJ, die nacb (5) die Quadratwurzel aas dem Mittel- 
wert der Quadrate der einzelnen Gescbwindiglieitei! der n Moleküle dar- 
stellt, ist der früher (S. 72) bestimmte Mittelwert u^^ der Geschwindig- 
keiten nicht zu yerwechseln; es wurde gefunden 

P) '>..-^,. 

und wenn man für c den Ausdruck (4) einführt und die Gleichung (7) 
beachtet, ergibt sich 

Wie man sieht, besteht zwischeo TJ und «(,„ die Beziehung 

(11) 

Bei Anwendung der Gleicbiiug (8) auf Wasserstoff, für den die 
Gaskoustante gleich 422 ist, findet man bei einer Temperatur von 0" C 
(also r = 273) mit 3 = 9,81 für Pdeu sehr großen Betrag von 1841 m/sek; 
femer wird u^= 1696 m/sek. 

Bei der atmosphärischen Liift ist I{ ^ 29,27 (vgl. Teil I, S. 34); 
man findet U - 485 m/sek, i(„, = 447 m/sek, falls T = 273 ist. 

Infolge zahlreicher Zusammenstöße mit anderem Molekülen werden 
natürlich nur sehr kleine Strecken mit diesen großen Geschwindigkeiten 
zurückgelegt, Strecken, die durchschnittlich etwa der Größenordnung 
j^^mm entsprechen.^) 

Die Formel (Sl läßt sich auch noch in der { 



(12) ff^lSsVl,^ 

schreiben, wo y das spezifische Gewicht des Gases bedeutet, bezogen 
auf das spezifische Gewicht der atmosphärischen Luft als Eiaheit.*) 
Für die Gaskonstante iJ hat man nämlich, wie aus der in Teil I, S. 34 
mitgeteilten Berechnung der Gaskonstanten für Luft (29,27) hervorgeht, 
aUgemein den Ausdruck 

n _ 1033S ■ 0,7734 _ 29,27 _ 

^ ~ atjfy ^ ~y" ' 

1) Vgl. z, B. W. Nemst, Theoretische Chemie, 7. Aufl., Stuttgart 1913, 
S. 205—207. 

2) Tgl. R. Clauains, Abhandlungen übei: die meehauisciie Wärmetheorie, 
2, Abt., Braun schweig 1867, S. 256; R. Clausius, Die mechanische Wärme- 
theorie, 3. Bd., Die kinetische Theorie der Gase, hrsgg. von IM, Planck und 
C, Pulfrich, g. Aufl. Branuschweig 1889—1891, S. 34. 
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236 § 13- Differentiation eines bestimmt. Integr. nach einei' der beiden (Ji'etiKeE. 

daier wird 

TT ^/^^^^^Tg _-|/3T29.ä7.a73Tg 
y 7 V "373 7 

Hier ist nun "|/3 ^9,27 -213^ = 485 der Wert von U für Luft von 
0" 0, es folgt also in der Tat 

Daß )!,„ < U Bein muß, zeigt übrigens aucli eine schon in Teil I, 
S, 141 abgeleitete Ungleichung; bei Anwendung auf den jetzt vor- 
liegenden FaU ist hiernach für ft > 1 

(■»I -1- ^'i + - - ■ + «A V V+V+-.-+ «/ . 

Setzt man k = 2, so ergibt sich m^ < ü^, also u^^ < U. 

19. Bei einem an zwei Stellen A und B horizontal gelagerten 
Balken, der kontinuierlich belastet ist, wie Figur 24, S. 36 zeigt, ist das 
dem Querschnitt Q mit der Abszisse x zugehörige Biegungsmoment M^ 
nach Grleichung (5), S. 36 gegeben durch 

(1) lI,-A(^x^a)~fix-l)q(i)di. 

Es ist zu zeigen, daß man durch Differentiation dieses Ausdrucks 
nach X die dem Querschnitt Q entsprechende Querkraft V^ erhält. 
Schreibt man die Gleichung (1) in der Form 

i¥,= A(_x ~ a) - xjq(i)d^ +fiq{i)<ii, 
so folgt nach Regel 1, S. 221: 

(2) ^j^^ = A -fqii)dl - xq(x) + xq(x) = A -j'älE|<i|, 

und dieser Ausdruck ist nach Gleichung (4), S. 3(j tatsachhi-h die dem 
Querschnitt Q entsprechende Querkraft V^. 

20. Unter den Voraussetzungen von Aufg 19 itt zu zeigen, daß 
man durch Differentiation der Querkraft 7^ nach a diL mit dem Paktor 
— 1 multiplizierte, der Stelle X entsprechende Belastung tih ilt. 

Aus 

V^=A-Jq(X)dS. 
folgt nach Regel 1, S, 221: 
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Differentiation eines bestimmten Integrals nach e 
21. Man bestimniB das Integral 



_ An (1 + a x) 

J 1+^^ 



dx, 

dJ 



indem man J zunächst nach a differenziert; wird alsdann 
noch vorkommende Integral mit der Inte grations veränderliehen x be- 
rechnet und hierauf -j- nach k integriert, so ergibt sich J. 
Nach Regel 3, S. 222 iat 






und wenn man auf das noch vorhandene Integral eine Partialbruch- 
zerlegung anwendet, folgt 

/xäx 1 /"* ( 3: + B a y , 

= 7":r^ "2" ^^ (^ + 3;^) + « arc tg X — In (1 + aa;) 

daher 

dJ" « , , 1 ln(l + («ä) 

und 

J--/;:^-.. „ctg .^« + -i/ '";-'_+?*». 
Durch Anwendung der Methode der teilweisen Integration erhält man 

oder 

J- = J '"^^;J^-"f? dx^~ arctg ß ■ ln(l + «*) + C. 

Da für tt = auch J" == ist, ergibt sich C = , somit schließlich ') 

/ '"i"i"'^" dx=^\ arc tg K ■ In (1 + a^) . 

1) Vgl. E. Gouraat, Cours d'analyse mathematiqiie, Ed. 1, l'aris 1902, 
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238 g 14. Die Eulevsohen Integrale erster und zweiter Gattung. 

22. In dem Integral. 

J-ff(.^, u)dx 

seien die Inte grations grenzen sowie der Parameter a Funktionen eines 

anderen Parameters J,; man bestimme .-. - 

Man erhält 

dj _dJ du BJ da ZJ_da^ 
dl ^ du dl '^ da dX '^ 8a dl 

oder mit ilttoksiclit auf Regel 1 und 2: 

dJ ,, .. dii j., ..da.dal dfix, a) -, 

Diese Gleichung ist etwas allgemeiner als die in Regel 3 ange- 
gebene. 

§14. 

Die Eulersclieii Integrale erster und zweiter Gattung. 

(Beta- und Gammafunktionen). 

1. Als Eulersckes Integral erster Gattung oder Seiafunhtion^) be- 
zeichnet man den Aosdruck 



B{p,g)=fi"-\i-xy'- 



■wo p> und ly > ist. 

2. Als Eulersches Integral zweiter Gattung oder GammafimMion^) 
bezeichnet man den Ausdruck 



r(jj) ^ je-''x''~^dx, wo /) > 0. 



1) Die Bezeichnung integrale Euldrienne de la. premiere öBpece stammt von 
A. M, Legendre, Exeicicee de calcul integral, Bd. 1, Paris 1811, S. 2-22; 
Eulers erste Untersuchungen über diese Funktionen finden sich in den Com- 
ment&rü Academiae Petropolitanae Bd. 5, ad annos 1730 et 1731, Petershuig 
1738, S. 40; vgl. ferner eme Abhandlung in den Novi Commentarii Academiae 
Petropolit&nae, Bd. IG, (1771), Petersburg 1772, S. 91. Die Bezeichnung lieta- 
funMion at&mmt TOn J. Ph. Einet, Journal de l'Eeole Poljteehaique, caliicr 27 
(1839), S. 131. 

2) Die Bezeichnung integrale Eulerienne de la seconde espeoe und das Zei- 
chen r Btaramt von A. M. Legendre, Memoires de l'lnstjtut de France, (1809) 
Paris 1810, S. 477; Bxeroices de calcul integral, Bd. 1, Paris ISll, S. S7Ö f. 
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Eulcrsolies Integriil erster Gattung. 23& 

3. Bereits in Aufg. ] 8, S. 108 wurde unter der Voraussetzung, daß 
p und g ganze positive Zahlen sind, die Formel 

gefunden, und in Aufg. 2, S. 223 unter der Voraussetzung, daß p eine 
ganze positive Zahl ist, die Formel 



rw - /«- 



^dx = (p — ly. 



Insbesondere ist ührigens zu merken r(l) = 1. 

Im folgenden müssen aber p und ([ nicht ganse positive Zahlen 
sein, sondern p und q sollen jetzt irg&nd tcelche positive Zahlen sein. 



Beispiele, 

1. Mit Hilfe der Substitution x = 1 ~ s beweise man die Formel 

J'x''-\1 - xy'-^äx^ßi:''-''{l — x)"-'dx, 
d. h. 

2. Mit Hilfe der Substitution ic = 2 : (I + 5) die Formel 

BO', S) -=^jx^-H} - xf-'dx ^J.^^.^-^^d^ 
zu beweisen, aus der nach Aufg. 1 noch 



fit$.y^''^'-friT^r*'' 



folgt. 



Euler behandelte dieses Integral in seinen Institutiones calculi integralis, Bd. 4, 
Petersburg 1794, S. 337 (nach einem Manuskript aus dem Jahre 1781). Nähere 
gesohichtliche Bemerkungen üher die Beta- und Gammafanktionen findet man 
z. B. bei N. Nielsen, Handbuch dei- Theorie der Gammafunktioa, Leipzig 1906. 
Äußer diesem Werk seien für die Theorie der beiden Funktionen noch ge- 
nannt J. A. Serret, Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung, 4. und 5. 
Aufl., bearb. von G. Scheffers, 2. Bd. Integralrechnung, Leipzig und Berlin 
1911, S. 106—263; J. Thomae, Vorlesungen über bestimmte Integrale und die 
Foioieiflohen Reihen, Leipzig und Berlin 1908, S. 133 bis läl; G, Lejeune-Di- 
richlet, Vorlesungen über die Lehre von den einlachen und mehrfachen be- 
stimmten Integralen, hrsgg. von G. Arendt, Braunschweig 1904, S. 100—124 
und an einigen anderen Stellen. 
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240 § 1^' üle EuleT3chea Integrale erster und zweiter Gattung. 

3. Die Formel 



B<p,,)-f;^';.-ä 



zu beweisen. 

Nach Äufg. 2 ist 



2B(p, s) -J'j^-y^ ix 



Dieses Integral läßt sich als Summe zweier andei'en Integrale mit dem- 
eelben Integranden schreiben, von denen das eine die Grenzen und 1, 
das andere die Grenzen 1 und oo hat. Das letztgenannte geht aber 
durch die Substitution x = 1 : s in daß erste über es ist somit 






4. Mit Hilfe der Methode der teilweisen Integration soll die Formel 

r(p+i)-prt(,) 

bewiesen werden. 

Man hat nach Regel 2 

r{p + 1) = fe-^x''dx, 

und hieraus folgt 

r(i) + l)=[- e-=a:pf+ j p ■ e'^'x^'-'-dx. 

Das erste Glied der rechten Seite dieser Gleichung Yei-Bch windet, da j? 
eine positive Zahl ist (vgl. Teil I, S. 7H., Regel 1 oder 2). 
Offenbar ist auch 

r(j, + i)-p(p~i){p~2)...{t,-t)T(p~k), 

V/O p — k> sein muß. 

5. Wenn man in der Formel 



■lieben s eine neue Ve 
= xda einführt, erhäl 

(1) _L=.^/;-....,- 



an Stelle der Vcränderlicbeu s eine neue Veränderliche u durch die Sub- 
stitution s = xa, ds = xda einführt, erhält man leicht die Formel 
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BöKiehuBgeo. zwischen den. beiden Gattnagec Eulersclier Integrale. 241 
andrerseits ist 
(ä) r('^) = / e~''x'^~'^äx ==■ ( ~ - dx. 

Man soll nun in das letzte Integral für — jj den durch (1) gegebenen 
Wert eintragen, ferner unter Benutzung von Regel 5, S. 222 die Inte- 
gration in bezug auf x ausführen und hierdurch die Formel 

ableiten. 

Man erhält zunächst 

=-4/ [/«"""■"■"""" '"']"'"'-"°' 



woraus sofort 

rw.r 






hervorgeht (vgl. Aufg. 2, S. 239), Diese Formel zeigt wieder, daß die 
Funktion B(jp,q), wie schon in Aufg. 1, S. 239 bemerltt wurde, in j) 
und q symmetrisch ist. 

6. Mit Hilfe der Formeln 

soll die Gleichung 

B(j> + l,s)-,-^,B(j,,9) 
bewiesen werden. 

7. Die Formel 

r{p).\r{i-p) = Bip,i-p)^ ^.^^-., {0<p<i) 

zu beweisen unter Benutzung der in Aufg. 5 abgeleiteten l^'ormel und 
des Ergebnisses tou Aufg. 34, S. 142. 

In Aufg. 5 ist q durch 1 — p zu ersetzen; alsdann wird 

r(p + «)-r(i)_i 

(Kegel 3, S. 239), somit 

r(p).r(i-ii)-B(p,i-j)), 
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242 S 14- Die Eulcrschen Integrale erster UEd aweiter Gattung, 

wofür nach Aiifg. 2 das Integral 



j^ 



gesetzt werden kann; dieses wurde in Aufg. 34, S. 142 bestimmt uad 
gleich 31 : sin(p;r) gefunden, 

8. Man mache sich klar, daß aus der soeben abgeleiteten Formel 
im Falle p = -J- die Gleichung 

rc-i,)-+yi 

heiTorgeht. 

Bei Gelegenheit dieser Bestimmung von r(i) möge noch bemerkt 
werden, daß sich die Funktion In r(l i-p) in eine unendliche Reihe ent- 
wickeln läßt, die für j j) | < 1 gleichmäßig konvergiert und zur Berech- 
nung von In r(l -j-p) benutzt werden kann. Näheres hierüber findet 
man in den ausführHcheren Lehrbüchern.-^) — Einige Werte von r[p) 
für das Intervall von r(l) bis r(2) sind am Schluß dieses Paragraphen 
in einer Tafel zusammengestellt. Diese läßt sieh natürlich auch zur 
Berechnung solcher Funktione werte benutzen, deren Argument größer 
als 2 ist, denn nach Aufg. 4 ist z. B. 

r(4,35) = 3,35 ■ r(3,35) = 3,35 ■ 2,35 ■ 1,35 ■ r(l,35). 

Auch die Funktion B{p,q) kann in eine unendliche konvergente 
Reihe entwickelt werden.*) 

9. Die in Aufg. 12, S. 227 f. bewiesene Formel 

soll nun mit Hilfe von 

\-(p) = j'e-'tP--'dt 

abgeleitet werden, indem man t = x^, p ~y sstzt und r(-3) = + y% 
berücksichtigt. 

1) Vgl. z.B. J.A, Serret, Iiehrtncli der Differential- uod Integralreolmung, 

4. und 5. Aufl., bearb. von G. Scheffers, 2. Bd. Integralrechnung, Leipzig uad 
Berlin 1911, S. 208—314 (Nr. 503—505); J. H. Graf, Einleitung in die Theorie 
der Gammafnnktion und der Eviletschen Integrale, Bern 1894, S. 46f.; N, Nielaeu, 
Handbuch der Theorie der Gammafunktion, Leipzig 1906, S. 37^42. Ygl. auch 
H. Buikhardt, Comptes tendus de TacadÖmie de Paris, Bd. 156 (1913), S. 1212. 

a) Vgl, E. Catalan, Comptea rendus de l'academie de Paria, Bd. 47 (1858), 

5. 54Gf 
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'iaser tcigonometcisclier Differentiale. 243 

10. Aus der zur Definition der Eetafunktionen dienenden Gleichung 

soll die Formel 

rsin"'acoa"3(?s= ^^^—f^p , (m+l>0, n+\>0), 

j 3r(. "s ; 

abgeleitet werden, indem man a; = sin^s und 2^ — 1-=)», 23— 1 — h setzt. 
Man erhält zunächst für- ^j>0, 2>0: 

Insbesondere wird 

fdn'^dz- fax' sd^ - '^'•'i^Jp- - + l-V'-'-'W- 
(.» + 1 > 0). 

Diese Formeln sind VeraUgemeineningen der Formeln in Aufg. 87, 
S. 103 f. und Aufg. 76, S. 99, bei denen die Exponenten yoü Sinus und 
Kosinus ganze positive Zahlen sein mußten. 

11. Die Richtigkeit der Gleichung 

mit Hufe der Substitution a:" = s zu beweisen. 

Folgt auf Grund der Definition der Betafnnktion in E.egel 1, S. 238. 
Für m = W erhält man insbesondere 

y^ = >a.l-D=^r(i).r(l-±) = _^^«^ 

(vgl. Aufg. 5 und 7). 

12. Im Anschluß an Aufg, 11 bestimme man 

j- f--'--~- 
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S14. 


Die 


EulerscheQ Integrale 


! eral.er und zwei 


iter Gattuug, 




Offenbar 


ist 


,r-\ 


B(vi) 


1 rft)-r(i; 




Mit Hilfe der Ergebnisse 


Ton Anfg. 


7 nnd 8 kann 


liierfür 










■f-V 


|r(;-)l' 





gesetzt werden odei- auch, da r(j) =^ 4r(-|-) ist, 

•'^ Vir, ■ 

Bei Benutzung dei Tafel auf S. 245 findet man J-, 1,31103. Vgl. 
auch Anfg. 14. 

13. Das Integral 



=./V^ 



dx 



soE mit Hilfe der Substitution y; = ? ^ auf die Differenz zweier Beta- 
funktionea zurückgeführt werden und aladann soll man mit Hilfe der 
in Aufg. ö und 8 bewiesenen Gleichungen zeigen, daß 

iVi-, |r(-;-)r 
ist. 

Ma,u erhält zunächst 

oder 

14. Das Integral 

fx''-'-(.\-x"')'>-^dx 

soll durch die Substitution x'" ^ z auf eine Betafanktioii zurückgeführt 
werden. 

Man erhält 



■i./--(- 



«)'-'ä»_. -B J^,9 . 
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Tafel für liie Wette der Gamiiiafunktiou. 245 

Auch mit Hilfe dieser Formel läßt sieh Aufg. 12 lösen; man hat 
in dem bei Aufg. 14 vorgelegten Integral ^ = 1, m = 4, q = ^ zu aetzen. 
15. Zu zeigen, daß das Integral 



V{p)=Je-^x>'- 



dx 



mit Hilfe der Substitution e"" 



C = In -- in die Gestalt 



V{p)^J\\n-l)''^'d0 



Wir 
rechnetei 
und J) = ! 



steUen noch die auf sieben bzw. sechs Dezimalstelien be- 
werte von log r(j3) imd von r{p) für mehrere zwieehen p = l 
' gelegene Argumente in einer Tafel zusammen'): 



p 


log rij)) 


r(p} 


P 


bg rcp) 


^{.P) 


1,00 


0,0000000 


1 








1,06 


0,9383379—1 


0,978504 


1,66 


0,9488874—1 


0,888868 




0,9783407—1 


0,951359 


1,60 


0,9511020—1 


0,893616 i 


1,15 


0,9699007—1 


0,933049 


1,65 


0,9542989-1 


0,900117 


1,20 


0,9629230—1 


0,918169 


1,70 


0,9683912—1 


0,908639 


1,26 


0,9673211—1 


0,906402 


1,76 


^1,9633461—1 


0,919063 




0,9630303—1 


0,897478 


1,80 


0,9691287—1 


0,931384 




0,9499515-1 


0,S91151 


1,S6 


0,9757126-1 


0,945611 


Üo 


0,11480528—1 


0,867-264 


1,90 


0,9880693—1 


0,961766 


1,46 


0,9472677 -1 


0,885661 


1,95 


0,9911732—1 


0,979881 


1,60 


0,9475449—1 


0,886227 


2,00 


0,00u0000 


1 



Berechnung des Inhalts ebener FlächenstUcke (Ünadratur). 

Schon iu den Paragraphen 1, 3, 4 und 6 wurden Aufgaben über den 
Inhalt ebener Flächen gelöst. Doeb kam damals nur die folgende Regel 
in Anwendung (Regel 6, S. 2); 

l. Die ebene Fläche, <lie durch einen oberhalb der a;-Aehse stetig 
verlaufenden Bogen P^P^ der Kurve j/ = f(x), die Ordinaten der End- 
punkte P^, Pj und das zwischen den Fußpunkten x — a und x^h'^a 



1) A. M. Legendre hat die Werte von log r(p) für daa Intervall vou p = 1 
bis p^2 auf 12 Dezimalen berechnet, wobei die Werte toe p um -^'^j^ fort- 
schreiten (ExetcicBB de caleul integral, Bd. 9, Psiis 1817, S. 85—95). Vgl. auch 
B, Jabnke und F. Emde, Punktiouent afein mit Formeln uud Kurven, Leipzig 
und Berlin 1909, S. 29— 31. 
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246 § 15. Berechnung des lalialta ebenei' Pläclieaatüeke (Quadratni"). 

dieser Ordinaten liegende Stück der Abszissenaclise begi'eiizt wird, hat 
den Inhalt 

(1) -F-ff(x)ix. 

Bei schiefwinkligen Koordinaten mit dem Ächsenwiakel cj wird 

(2) F-Ü^mj'fix)!,.. 

Wir fügen nun noch weitere Regeln hinzu. 

2. Ist die in Regel 1 vorkommende Kurve durch eine Parameter- 
darstellung 

gegeben und sind t^jt^ die Parameter der Punkte 'P^,Fv^, so tritt an Stelle 
von (1) die Formel 

(3) F=fi'{t)(pXt)dt. 

3. Werden die Punkte P^ {x^ , y^) und P^ (x^ , y^) der Kurve y = f(x) 
mit dem Koordinatenanfang durch die Radieovektoren OP^ und OP2 
verbunden, so ist der Inhalt S des Sektors P^OP.^ mit Hilfe der Formel 

(4) S = l" / {xdy — y äx) 

zu bestimmen. Je nachdem man bei dieser Integration x oder y ala 
Integrationsveränderliche benutzt, sind die Grenzen x^ und 0:^ oder 
Vi «^d ^2- 

Ist der Radiusvektor OPj so zu OP^ gelegen wie die positive Rich- 
tung der iC-Achse zur positiven Richtung der ^- Achse, ao ergibt sich 
für S ein positiver Zahlenwert, im entgegengesetzten Falle ein nega- 
tiver Wert. 

Bei einer durch a; = y(i), ^ = ^(/) gegebenen Kurve ist 

(5) S = \-fwit) i>'(t) - T^(i) ^'(t) j dt 

mit entsprechender V orzeich enregel. 

4. Der Flächeninhalt des Sektors P^OP^, der durch die Radien- 
vektoren OP^, OP^ und den Bogen P^P^ einer durch ihre Gleichung 
in Polarkoordinaten r ■■= f{Q) gegebenen Kurve begren/t wird, ist 



(6) S^- j^d^ 



S^j^d 



yGoosle 



¥läc\ießinlialt der Zykloide und der Ellipse. 



247 



wobei ft^ und 9^ die zu P^ und F^ gehörigen Polarwinkel bedeuten. Der 
Zahlenwert S wird positiv oder negativ, je nachdem beim Durchlaufen 
des Kurveubogens von P^ in der Richtung nach P^ der Polarwinkel & 
wächst oder abnimmt. 

Beispiele. 

1. Die Fläche der gemeinen Zykloide 

zu bestimmen, die zwischen der 3!-Achse und demjenigen Zykloiden- 
bogen liegt, der durch einmaliges Abrollen des die Kurve erzeugenden 
Kreises entsteht (vgl. Fig. 35 in Teil I, S. 98). Das Intervall von ( er- 
streckt sich daher von bis 2;i. 
Man findet 

F=a\f(l - cos tf dt ^ a\f{l -2cost + cos= l) dt 

oder (vgl. Aufg. 41, S. 85) 

F=a^[t~2sait+^t +i sin 2^'°^" -■ Sci^jr, 

die Fläche ist dreimal so gioß wie der Inhalt des rollenden Kreises. 

2. Man bestimme dje Fläche der Ellipse x^acost, y^hsiai für 
das Intervall von fj bis t-^ 



- j ah s 



-ah\it- 



«2i];% 



vgL Aufg. 42, S. 85. 

Das im ersten Quadranten des Koordinateusytems gelegene Plächen- 
stück der Ellipse eiKält man für 
(^=-|3t, iä=0; ™^^ findet hier- 
für ^-»tit, der Inhalt der ganzen 
Ellipse ist daher E = abx. 

3. Den Inhalt der Fläche zu 
bestimmen, den die Evolute der 
Ellipse(Fig.48):r=aGOsf,?/=^ösin; - 
einschließt. 

Für die Evolute der Ellipse be- 
steht nach Teil 1, S. 156 die Para- 
meterdsirstellun g 



- cos^ t, 



y = -T' 



iH, 




wo c = Ya^ — b^ die lineare Exzentrizität der Ellipse bedeutet. Für 
das im ersten Quadranten des Koordinatensystems gelegene Flächen- 
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248 § 16- Bciechming des Inhalts ebener Flilohenstiicke (Qaadratur), 

stück der Evolute, das den vierten Teil der gesamten Flilehe F bildet, 
findet man 



', 1 sin^i cos^irfi -= — r / (sin'i — 8iu''i)i^i 



oder nacli Äufg. 7ö, S. 99 ^): 

1 iT = s «' 1^- ^ _ ^ -A- n * = ^'^' - _f _ i^'^ 

4 abVl'2 6-4-2^ a 32afc' 8aÖ' 

der ganze Inhalt F betragt daher drei Achtel des Inhalts eines Kreises 
^L^^_^j, vom Radius c^-.Yab. 

4 Wie groß sind die Inhalte der beiden Sek- 
toren, die entstehen, wenn man die Punkte P^, Pg 
der Ellipse in Äufg. 2 durch Radien vektoren mit dem 
Mittelpunkt der Kurve verbindet? 
Fig.ja. jH'ßj. dgQ ggbtoj. p^OP^KP^ (vgl. Fig. 49) findet 

man nach (ü) in R.egel 3; 



fflrden Sektor 1\L1\0P,: 






(2« + f,-y. 



5. Den Inhalt J des Meineren Segments z 
die Gerade bx + Sy ~ l'^ = (> von der Ellipse 

x^ + ii: 




bestimmen, das durch 



- 1=^0 



abgeschnitten wird (Fig. 50). 

Die Schnittpunkte P, , P^ der Geraden mit 
der Kurve haben die Koordinaten ar^ = 1 , 2/1 = 3 
bzw. :Ca = 4, j/g = — 2, wie man leicht aus den 
Gleichungen der Geraden und der EUipae findet. 
Die zu P^ und Pj gehörigen Parameter t^, t^ erhält man mit Hilfe von 
x= + V^ cos t,y^+ y'^§ sin t, und zwar wird ^ (^ = 79" 6' 24", 
.^(^^-. 40" 53' 40" oder in Bogenmaß i,= l,38068, 4-=-0,7I374. 



1) Der im ersten Quadranten des Koordinatensystems gelegene Evolut^n- 
bogen gehört zu dem im vierten Qnadracten gelegenen EUipsenbogen; die Inte- 
grationsgrenzen sind dalier zunächst f™ und 25i, lassen sich aber durch und .J™ 
' 3 man leicht einsieht. 
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Fläaheniülialt der Ellipse. 249 

Der Inhalt J des Segments ist, wie die E'igur zeigt, gleich der 
Differenz der Inhalte des Sektors P,OPsJ:Pi und des Dreiecks PjOPaPi- 
Für den Sektor findet man nach Acfg. 4: 






= —-■2,09442 = 16,929. 
1/3 



Das Dreieck F^OF^P^ ist aus den beiden Dreiecken OQPj nnd 
OF^Q zusammen gesetzt, die die Grundlinie OQ = l* gemeinsam haben, 
während ihre Höhen mit den absoluten Werten der Ordinaten von P^ 
und Pj übereinstimmen. Daher wird 

J - 16,929 - -^*(^- + l) = 9,929. 

6. Den hlächeninbalt der Kllipse 

Äx^+2Bxy + C''/'^ 1 

zu berechnen; dabei ist zu beachten, daß diese Gleichung, wie in der 
analytischen Geometrie gezeigt wird, nur dann eine reelle EUipse dar- 
stellt, weim J.C — P^> ist und die Koeffizienten A und C, die infolge 
der soeben angeschriebenen Ungleichung Zahlen von gleichem Vor- 
zeichen sein müssen, beide positiv sind. Die Aufgabe soR durch Ein- 
führung von Polarkoordinaten vermöge der Gleichungen 3; = rcos#, 
y = r sin^ gelöst werden.^) 

Die Gleichung der Ellipse in Polarkoordinaten ist 

(1) 



der Flächeninhalt der Kurve wird daher nach Regel 4: 



•f-,A'<'*-4-Ao; 



lä4> 



Dieses Integral kann nun in die Summe J^ + J^ zweier anderen zer- 
legt werden, von denen das eine J^ die Grenzen und n, das andere J^ 
die Grenzen x und 2% hat; der Wert J^ ist aber gleich J^, wie sieh 
leicht zeigen läßt, wenn man in J^ die Veränderliche ■& durch & -^ x 
ersetzt. Daher wird 



(') -'^h 
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250 



Berechnung des Intalts ebener Fläckeastütke (Quadratur). 



Integrale solcher rationalen Funktionen von sin &■ and cos •&, die 
sicli nicht 'andern, wenn man & durch 9- + n: ersetzt, wurden schon in 
Aufg. 25, S. 117 betrachtet, nnd es wurde dort gezeigt, daß der Integrand 
bei diesen Integralen durch die Substitution tgd-=^z in eine rationale 
Funktion von s übergeht. Im vorliegenden Falle ergibt sich 



(3) 



J = 



/ A + 'iBz + Cz^ 



Die den früheren Grenzen 9 — und 9 = % entsprechenden neuen 
Grenzen sind nun beide 2 = und man könnte daher 
glauben, der Weit des Integrals sei Kuli. Diese Fol- 
gerung ist aber falsch: man muß beachten, daß die 
Funktion x< -^ t^ ö' an der Stelle & ^^!t unstetig wird, 
denn hier springt s vom Werte + oo ober zum Weihte 
— <x>; man hat daher das Integral (2) in die Summe 

^''is. 51- zweier anderen zu zerlegen, von denen das eine die 

Grenzen und -iir, das andere die Grenzen -l-si und n bat. Nun ist aber 




J^C0B=&4 



^ Ja 



-wie sich leicht ergibt, wenn man in dem Integral der linken Seite dieser 
Gleichung ^ durch & -\- % ersetzt; daher wird 



-,/■. 



°J'ä 



Nun wird 2 = tg ö- innerhalb der 
.stetig. Nach Aufg. 4, S. 113 erhält man 



J=- 



arc t 



7. Den Sektor OAPO = S der 



C^ + I 
y'AC'~: 



■enzen nicht mehr un- 



Hyperbel 



= ©ini 



zu berechnen. Dabei sei Ä derjenige ScJmiel der Kurve, der mit P auf 
demselben Zweig liegt (Fig. 51). Man findet S= ^ i. 

Hieraus ergibt sich eine einfache geometrische Bedeutung des Para- 
meters t, er ist doppelt so groß wie der Inhalt des Sektors OAFO der 
gleichseitigen Hyperbel oder so groß wie der Sektor OQÄPO, wo Q 
der Symmetriepunkt von P in bezug auf die Achse OA ist. 
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Umkehrung der byperbolisclieu Funktionen. 251 

Ähnlicli wie man die TJmkeliruug der Gleichungen x = eos t, 
y ^ sin ( in der Gestalt 

t = arc eos x, t = arc sin y 
schreib t, stellen 

t = %{x^a\x, # = §tr®iit?/ 

die Umkehrungen von 0M = x = 'S,n\t, il/P = y = ©in* dar; dabei 
bedeutet Str die Abkürzung des lateinischen Wortes ai'ea, auf deutsch 
Flächeninhalt. Vgl. aucli S. 143 f. 

Übrigens läßt sich ( auch leicht durch x und y ausdrücken. Mit 
Eiieksicht auf e' = ßoj i + @in t ^ x ■{- y wird 

( = ln(a; + «/) - In (a; ± l/a;^ - 1 ) = ln(|/ +lA/"^"+r) 

Mtin beachte überdies, daß außer den Werten von tSoj( und ®tn^ 
auch Xgi =■ ©ini: Sof i in der Figur durch eine Strecke daigfts.tellt 
wird^), denn bei Einführung des Schnittpunktes S der Schelteltangente 
und des Radiusvektors OP hat man AS: OA = MF: OM oder (wegen 
0^ = 1) 

8. Den Inhalt der von der iemmsÄßfe J'^ = 2c^ cos2^ (vgl. Teil 1, 
S. 54) uinsehlossenen Fläche zu bestimmen. 

Der iahalt des im ersten Quadranten des Koordinatensystems ge- 
legenen vierten Teiles der ganzen Fläche ist nach Regel 4, S. 246: 



K^«'< 



der Inhalt J der ganzen Lemniskate wird daher 2c^. 
9. Den Inhalt der Kurve 

(ai^ + iff - a^x^ — Vif = 

zu bestimmen, die die Fußpwfiktkurve der Ellipse —^ + -Y-j = 1 mit Be- 
zug auf den Mittelpunkt als Pol darsteUt (vgl Teil I, S. 62). 
Die Gleichung der Kurve in Polarkoordinateu ist 

r^ ~ «^ cos^ ■9' + 6^ sin^ %-, 



1) Näheres über die geometriBolie Deutung der hyperbolischen Tunktionen 
imd iluier Umkehrungen findet man bei H. Wiener, Geometrische Ableitung der 
Additionsaätze für die Hyperbelfunktionen, Archiv der Mathematik und Physik, 
Bd. 17, (1911), S. 25—30 [1910J. 
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252 § 1". Berecliiiui!^ des Inlialta ebener Fla eben stücke (Quadratur), 
daher wird 

10. Den 1"' lach Riiinli alt J der Kurve 

a) (-:)■■■+ (i-r-i 

zu hestimmeD, wo m und n entweder positive gerade ganse Zahlen sind 
oder positive Bräche mit geraden Zählern und ungeraden Nennern. Er- 
füllen die Exponenten m und n diese Bedingung, so stellt die Gleichung 
(1) eine zu beiden Koordinatenachsen symmetrische geschlossene Kurve 





dar, die ganz innerhalb des durch die vier Geraden x = -\- a, x = ^ a, 
y ^ -\-b, y — ^i gebildeten Rechtecks liegt. Insbesondere im Falle 
m < 1, « < 1 liegt sie innerhalb des Rhombus, der entsteht, wenn mau 
die Mitten der Seiten dieses Rechtecks durch Geraden verbindet. Die 
Figuren 52^55 entsprechen der Reihe nach den Kurven mit den Glei- 
chungen; 

hier ist der Reihe nach m > 1, n > 1, dann m, < 1, » < 1; ferner 
m > 1 , w < 1 ; endlich jw < 1 , m > 1 . 

Mit Rücksicht auf die Symmetrie der Kurve ist das im ersten Qua- 
dranten des Koordinatensystems gelegene Flächenstück gleich dem vierten 
Teil jtTder Gesamtfläche. Die Gleichungen 



(2) 



\s'"t, y = &siii" ( 
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Bestimmung dos Inhalts gewisser Kurven durch Eulevschö Integrale. 253 

stellen die Koordinatea eines Kurvenpunktes als Funktionen eines Para- 
meters t dar und man lia,t alsdann nach Regel 2, S. 246 



(3) ■ j- J = — M-* sin " i ■ -cos™ i ■siiiidi =='--■ I sin" ^cos"' t-dt. 



Nach Änfg. 10, S. 243 ist min 

wo p und q positiv sein müssen. Im vorliegenden Falle hat man 
2y _ 1 = ^ + 1 , 2^ — 1 = ^^ — 1 , daher j)=^+l, «=1; 
es foigt somit 

Diese Formel wird symmetrisch, wenn man beachtet, daß nach 
Aufg. 4, S. 240 

ist; alsdann ergibt sieh 

T-lah ''(-+'> ■"(• +'^ - *"' ÜiMÜ 

r(l+J+i)" - -» (i+i)re+,;) 
oder 

r i't r(-ar(;) 4"S p/l l\ 

Die Kurven (1) sind für die Forstwisseaaehaft von Wichtigkeit. 
0. Simony in Wien hat aämlieh darauf hingewiesen^), daß die hori- 
zontalen Schnittiläclien zahlreicher Baumstämme angenähert von Kurven 
dieser Art begrenzt werden, und wenn dies auch nicht für jetfe horizon- 
tale Schnittfläche eines beliebig gewählten Baumes zutrifft, so läßt sich 
doch für Bäume gleicher Art, gleichen Altere, gleicher Höhe und glei- 
cher mittlerer Stärke eine mittlere Stammform angeben. Eine einiger- 

1) Zentrallilfttt für das gesamte Toratwesen, 3. Jahrgang, Heft 6, Juni 1877. 
In dieser Abhandlung werden auch die vorhin erwähnten Typen der Kurven (1) 
näher untereucht. 
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254 § 1!"'- Berechnuiig des InliLLlta ebener Flächen etucke ^Q■lladratUl:). 

maßen regelmäßig begrenzte Schnittfläche zeigt sich allerdings meistens 
erst über den Wnrzelanläufen und nicht bei den stärker beasteten Stamm- 
te! leii. 

Siraony zeigt femer, wie man die Gleichung der Mantelflüehe eines 
Banmetammes ableiten kiiun, wenn außer seiner Ächsenlänge l die In- 
halte ¥0n m horizontalen Querschnitten J^\ (h — 1,2, ... m) nebst deren 
Abständen von der Stammspitze S gegeben sind, sowie die Masimal- 
stärke (Länge der größten Sehue) eines jeden Querschnittes F^ und die 
auf ihn bezogene „FormzahV l^., d. h. das Verhältnis des Stamravolumens 
zu jenem eines ZylintJers vom Querschnitt F,. und von der Länge l. 
Unter der Achse des Stammes versteht hierbei Simony die Gerade, 
die die Mittelpunkte der Maximalstärken aller horizontalen Schnitt- 
flächen verbindet. 

11. Den Flächeninhalt eines der n unter sich kongrue]iteu Blü.tter 
zu berechnen, aus denen die Sinusspirale 

]•" ^ {("coskS- 

besteht^) (vgl. Teil I, S. 54). 

Die Hälfte v J desjenigen Blattes der Kurve, das die in der Eich- 
tiing 3- = verlaufende Polaraclise zur Symmetrieachse hat, liegt in dem 
Winkel zwischen der Polarachse und dem durch den Koordinatenanfang 
unter einem Winkel %■ = - - — gezogenen Strahl. Daher wird 



und dieses Integral geht mit Hilfe von n%' = u über in 



1 o» r - 



1) Wie man klcht einsijeht, ist die Kurve r" =^ a" cos ii^' koiignient mit 

»•" = a"sin «&, denn durch die Substitution ö = sp — — - , die eine Drehung ura 

den Winkel — 180" bedeutet, geht aus »^ = o''eos»* die Gleichung r" = o"ainii(p 

hervor. Diese „Smwspirakn^' bestehen aus n kongruenten Blättern, die ayni- 
metrisch angeordnet sind. Zieht man nämlich durch den Pol des Koordin:iten- 
syKtems 2m Strahlen, toc denen je awei benachbarte Sti-ahlen einen Winkel von 

■ --- einachließen, so enthält stets der eine von zwei benachbarten Winkeln ein 

Blatt der Kurve, während ita anderen kein Teil der Kurve vetliinft. 
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ITiLcheninliah der Sinusepixalen, 255 

Nach Aufg. 10, S. 243 ist nun 

otler nach Äufg. 4, 3. 240 gleich. 

dalier folgt 

Für ein Blatt der Lemm$kate r^ = ß^eos2^ findöt man hiernach 
a^V^ r(i) 

oder mit Rücksicht auf r(l)= 1 und r(|) = 4-l/i^ (vgl. Regel 3, S. 239 
und Aufg. 8, S. 242)r 

J =\a^ 

in Uh er ein Stimmung mit Äufg. 8, S. 251, wenn man beachtet, daß 
flä = 2c^ ist und jetzt J den Inhalt eines Blattes, also der Hälfte der 
ganzen Lemniskate hezeichnet. 



§16. 

Mittelwertsätze. Mittelwert einer Funktion in einem 
gewissen Intervalle. 

1. Erster MiUehoerisatz. Sind die Funktionen f{x) und qi(x) in 
dem IntervaUe von a bis h eindeutig, endlich und stetig und haben die 
Werte von f(x) in diesem Intervalle sämtlich dasselbe Vorzeichen, so 
gilt die G-leichung 



ff{x),p{x)dx^,p(X)Jmdx, 



wobei ^ zwischen a und fe gelegen ist und a <i'b oder ay-b ist. 

2. Zweiter MiUdweHsatz. Wenn die Funktionen f{x) und q>{x) in 
dem IntervaUe von a bis b eindeutig, endlich und stetig sind und wenn 
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256 ä 16- Mittel wertsätze. Mittelwert ein. "Function iu einem gewisa. Intervalle, 

fp{x) daselbst monoton ist, d. h. in diesem Intervalle entweder nicht zu- 
airamt oder nicht abnimmt, so gilt die Gleiebung 

J ^ff{x)^>{x)dx= <i>{a)ff{x)dx + <p{h)ff{x)dx, 

wobei ft < 5 < f> ist. 

3. TTüter dem Mittehueri der eindeutigen, eudliehen und stetigen 
Funktion y = <p{x) für das Intervall von a bis fc > a versteht man den 
Ausdruck 

Diese Formel ergibt sich als spezieller Fall von Regel 1, wenn 
man dort f(x) =- 1 setzt; (p{^) ist alsdann der iVIittelwert y^. Geome- 
trisch gedeutet sagt die mit h — a multiphziei-te Formel aus, daß der 
F^cheninhalt der Kurve y = (p(x) für das Intervall von a bis h gleich 
dem lulialt eines Rechtecks ist, das zur einen Seite die Strecke h — a 
hat, über der das genannte Flächenstück der Kurve liegt, während die 
Länge der anderen Seite gleich dem Mittelwert y^^ der zu dem Intervall 
von a bis i gehörigen Ordinaten ist. 

Man kann die Formel auch in der Gestalt 

j <f{x) dx =^ [b ~~ d) *p {a -\- &i}> — a)) 

schreiben, wo ■& einen positiven echten Bruch bedeutet. 

4. Wird in der Formel für den «weiten Mittelwerts atz f[x) = 1 ge- 
setzt, so folgt: Unter den in Regel 2 angegebenen Bedingungen für die 
Funktion fp{^) besteht die Gleichung: 

J<p{x)dx--{t-a)ip{a) + (ö — |) qj (t>). 

6. Sind in dem ganzen InteiTalle von a bis & > a die Werte der 
Funktion <p{x) stets kleiner als die Werte der Funktion i>{x), so ist 



j(p{x)dx <j^{x)dx. 



Die vorstehenden Regeln lassen sich benutzen um Zahlenwerte zu 
finden, zwischen denen der Wei-t eines bestimmten Integrals gelegen ist. 

Beispiele. 
1. Den mittleren Wert der Funktion y = sin (ax) für das Intervall 
von ar = bis a: = ^ : a KU bestimmen. 
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Mittelwert einei* Fanktioii ii 
Nach Regel 3 ist 



y„, = ^ f sin (ax) dx = -' 



= 0,636G, 



somit You « unabhängig. 

2. Auf einer Strecke AB von der Länge a wird im Abstand x vom 
Endpunkt A ein Punkt P angenommen. Es ist zu zeigen, daß der In- 
halt der aus den Teilen AP und PJi als Seiten konstruierten Recht- 
ecke im Mittel gleich ja^ ist. 
Hier wird 



•J,i,=^- f x(^a — x) dx = 



3, Welche ZaW m ist der mittlere Wert der reziproken Werte aller 
positiven Zahlen von a bis 6 und was ergibt sich insbesondere im Falle 






Im Falle b = 2a erhält man m - -^^-ln2 = - ■ 0,69315. 

4. Wenn ein im luftleeren Raum in der Nähe der Erdoberfläche 
befindlicher Körper von der Ruhelage aus längs einer Strecke s = s^ 
gefallen ist, so hat er bekanntlich die Geschwindigkeit v^ =]/2^s, er- 
langt, wobei g ^ 9,81 m/aek^ die Beschleunigung der Schwere be- 
zeichnet. Man soll zeigen, daß die diesem Fall entsprechende mittlere 
Geschwindigkeit «„, gleich -|% ist. 



v^^l^JV2gsds^\y2is,: 



In ihrer Abhängigkeit von der zugehörigen Fallzeit t^ ist die 

mittlere Geschwindigkeit v gleich der halben Endgeschwindigkeit 
t\ = gt^, denn hier ist 

ij = ■ j gtdt '^ -^- gti = v"!' 



5. Die mittlere Länge »/,„ aller positiven Ordinaten der 

S + S-i 
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2f)8 §16. ^nttelwertsätze. ilittelwert c: 
Zur ßerecliiii.ing von 



.-i-JiV'' 



setze man x = acosd'. Alsdann folgt 

Vgl. hierzu Äufg. 42, S. 85 und Aufg. 17, S. 192. 

^.— prr-, 6. Den mittleren Abstand r^ eines auf der Po- 

/ 1 "V" ripherie einea Kreises Tom Radius a beliebig aber 

f \ r/ ] ^^^^ gewählten Punktes von den übrigen Punkten 

\ ; / / "1^ Kreisperipherie zn bestimmen. 

^-^ 'l4v^ a, Wählt man den Punkt als Pol eines Systems 

" Yon Polarkoordinaten, die Tangente von als Polar- 

üehse (Fig. 56), ao bat der Kreis in Polarkoordi- 
nateü die Gleichung r^Sasinfl-, daher wird 



^^ = ~ j 2asm&dd- = ^ = 1 



,2732«. 



7. Vom einen Brennpunkt einer Ellipse werden nach allen ober- 
halb der großen Achse 2a gelegenen Kurvenpunkten Strahlen gezogen; 
es ist zu zeigen, daß die mittlere Länge r„ aüer dieser Brennstrahlen 
gleich der halben kleinen Achse h der Ellipse ist. Beim Nachweis dieser 
Behauptung soll von der Gleichung der EUipse in Polarko ordinalen 

,, P 

auagegangen werden, in der jp = b^ : a ist und e die numerische Ex- 
zentrizität -~ya^— i^ bedeutet. 

Unter Benutzung des Ergebnisses von Aufg. 17, S. 115 findet man 



'^^W'^^i^K-iv^i^i'^^y^ 



Vi- 

woraus mit Hilfe von 1 — p"-^ = ö^ : a^, -^p = i^ : a sofort r^^=h her- 
vorgeht. 

8. Es ist zu zeigen, daß die mittlere Länge j)„, des Krümmungs- 
radius der gemeinen Zykloide (vgl. Teil I, S. 47 und 98) 

rc = d (i — sin i) , y — a{\ ~ cos () 
für das Intervall von i = bis i = 2;t gleich 8« : % ist. 
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Für die Länge p des Kr&mmungBradius, der dem Punkt P einer 
durch die Parameterdarstellung x = fp(i), y = ip{i) gegebenen Kurve zu- 
gehört, gilt bekanntlich (vgl. Teil I, S. 1ü3) die Formel: 

S-p' + 'p'f^^ 

WO durch die Akzente hei tp und ip die nach dem Parameter t des 
Punktes P genommenen Ableitungen der Funktionen 9? und ip angedeutet 
sind. Für den absoluten Wert Ton p findet man beim vorliegenden 
Beispiel 

Ip! =4(:t|ain-^i|; 
<laher wird 



o„ = T— - / 4asi 



, t(H^- 



9 lu einem gewöhnlichen (nicht singiilären) Punkt P einer kon- 
vex gekiummten Flache denke man sich die Flächennormale errichtet 
und durch sie ein Ebenenbüschel gelegt. Die Sehnittkurven dieses 
Büsehel« und dei Fläche (die zu P gehörigen NormalBchnitte) haben 
alsdann entweder in P gleich gi'oße und nach derselben Seite gerichtete 
Krümmungsradien, also gleiche Krümmung, oder — und dies ist der 
gewöhnliehe Fall ~ die Krümmung im Punkte P ist von Kurve zu 
Kurve veränderlich. Im ersten Fall ist P ein sogenannter Nabelpuukt 
der Fläche oder ein Punkt sphärischer Krämmung; im zweiten Fajl er- 
reicht die Krümmung von P, wie in der Lehre von der Krümmung der 
Flächen gezeigt wird, für einen bestimmten Norm alachuitt ein Maximum, 
för einen anderen Normalschnitt ein Minimum, und die Ebenen dieser 
beiden Sehnittkurven sind zueinander rechtwinklig. Man nennt die zu- 
gehörigen Krümmungsradien die HanptJmimmungsradien des Flächen- 
punktes P. Haben diese die Längen It^ und Bj und ist p der Krüm- 
mungsradius von P in einem anderen Normalschnitt, dessen Ebene mit 
der Ebene des Hauptnormalschnitts von der Krümmung 1 : li^ den Winkel 
9 bildet, so besteht nach Euler die einfache Beziehung: 



^-]- B, Bin ' tp 

Man soll nun den Mittelwert p^ der Krümmungsradie 
Normalschnitte bestimmen. 



R^ r dip _ ^ -fii i^s A f 
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260 § 16. Mittelwertsiitee. Mittelwert einer Funktion in einem gewiää. Intervalle. 
oder (nBCli Äntg. 12, S. 107) 

10. Bei dem Benzin ist die spemfische Wärme c bei konstantem 
Druck von der Temperatur @ in Celsinsgraden abhängig auf Grand der 
Formel ^) 

c = 0,2237 + 0,0010228©. 

Wie groß ist hiernach die mittlere spezifische Wärme c,^ des Ben- 
zins für das Temperaturinter^aU Yon @ = 116'^ C bis @ = 218® CV 



«./'■''*' = 




11. Bei dem Schuihurbelgetriäje wird der eine Endpunkt A (der 
Kurbelzapfen) einer Strecke von der Länge l (der Schubstange oder 
Pleuelstange) mit konstanter Winkelge- 
schwindigkeit 0) auf einem Kreise vom 
Radius OA = a (a = KurbeliUnge) ge- 
! führt, während der andere Endpunkt B 
(Kreuzkopf) auf einer durch den Kreis- 
mittelpunkt gehenden Geraden hin- uad 
hergleitet (Fig. 57). In dem Augenblick, 
in dem der Winkel A OB gleich & ist, 
ist die Geschwindigkeit v, mit der der Kreuzkopf B auf der Geraden 
OB gleitet, durch die Formel 

gegeben (vgl. Teil I, S. 18), in der l den Quotienten a : l bedeatet. 

Wie groß ist bei dieser Kurbelbewegung die mittlere Geschwindig- 
keit v^^ des Kreuzkopfes für das Intervall von & — bis •9' = :e? 

Da das erste Glied der rechten Seite dieser Gleichung gleich 

ist, wälirend das zweite nach Gleichung (5) in Aufg. 4, S. 74 verschwin- 
det, folgt 



1) Vgl, E, Wiedemann in den Annalen dar Ptysik und Chemie, hevav 
»geben voe G, WiedemanD, neue Folge, Bd. 2 (1877), S. 205. 
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Mittlere Geschwindigkeit beim Schulikurljelgetriebe. 261 

12. Bei einer Wechselsk-ommaschine ist die delctromotorische Kraft 
E eine periodische Funktion der Zeit t, nämlicli E = E^ sin —^ , wo 
T die Zeitdauer einer Periode in Sekunden und E^ den zu * = ^ 2" ge- 
hörigen Maximalwert der elektromotorischen Kraft, die Amplituäe be- 
deutet.^) Der Ausdruck 2jt( : T ist die zum Wert E gehörige Fhase. 
Es soll nun der zu dem Intervall von ( = bis i = ^ T gehörige Mittel- 
wert E^ der elektromotoriachyn Kraft £ bestimmt werden sowie der Mit- 
telwert (J?^)„ des Quadrates von E. 

Offenbar ist 






- ^ [- -- sm -2,- cos -y- + -j. J^ ^ ^ = 3- V- 



Denselben Wert l-fc'o^ würde man für das Intervall von ( = bis 
t =^ 2' erhalten haben, da die Funktion sin^ von i = bis t = ^T 

geradeso verläuft wie von ( = -| 2" bis t = T. 

Die Quadratwurzel aus (E^)^ wird als wirksame oder effeMve elek- 
tromotorische Kraft bezeichnet^), sie ist E^ : Y2^ 0,1071 E^. Die Aus- 
drücke für {E^^ und y{E^)^ sind wichtig, weil die Angaben der meisten 
Apparate, die zur Messung periodisch veränderlicher elektromotorischer 
Kräfte dienen, den genannten Ausdrücken entsprechen.^) 

13. Bei einem Wechselstrom ist die Stromstärke i eine periodische 
Funktion der Zeit t auf Grund der Formel 



. T 



1) Hieihei kann T auch ans der Bekundheben Perioäemahl oder Frequenz 
V Ijöitiimnt werden der AnEabl dei ganzen Sinuswellen oder Perioden in einer 
Sekunde, ofienbar ist i = 1 J daher 2 = 1 i In der Starkstromtechnik wird 
häufig ein« Frequenz i = ^o henutzt m der Telephonie kommen Frequenzen 
I = 6000 m der drahtlosen Telegiaphie eolche wie v = lüü 000 oder 150000 vor. 

21 Englische Autoren nennen die y\ urzel aua dem Mittelwert des Quadrates 
einer Funktion ii ,riiot mean-aqutie \alue of y 

1) Vgl i B F Niethtmmfr Llektroteehmeches Praktikum, Stuttgart 
1902, S 80f 
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■ 16, Mittel wert sä.tKe. Mittelwert einer Funktion ii 



wo T dieselbe Bedeutung hat wie in Aufg. 12, während !„ das Masimura 
der Stromstärke liezeiehnet. Die Bedeutung von tp ergibt sich aus der 
zu i gehörigen elektromotorischen Kraft, die durch 



gegeben sei und ihren größten Betrag für i = -j T erreicht. Da das 
Maximum der Stromstärke zu ^ = "4 2' -r |— gehört, ist die Phase von 
i gegen die Phase von E um den Betrag -^ verzögert. Hierbei ist (p 

abhängig von der Frequenz v und von den Konstanten des Stromkreises 

(Widerstand, Selbstinduktion und Kapazität),*^) 

Man soR nun den Mittelwert i^ von i für das Intervall von -^ 
bis Y-^+a bestimmen, ebenso den Mittelwert (/^)„^ des Quadrates 
von i für dasselbe Intervall. 

Man findet 






oder nach Einführung von s = ,^- — q: : 

'm = ^ ■ ;i~ / ^''1 ^ ''■^ =° '" = 0,6366 i^, . 

Derselbe Wert hätte sich übrigens auch für das Intervall von - — 

bis -j-I" ■{- -ä~ ergeben. 

Ferner wird 

n^T f ' ' " 1 

(^"^m = T^2iJ ^^^' ^ '^^ ^ ^ ■ T = T '"'■ 

Derselbe Wei-t würde sieh für das Intervall von -— bis -^ 2' -i- -„ - 
ergeben. 

Die Quadratwurzel aus (_F)^ wird als effektive Stromstärke Ijezeichnet, 
ihr Verhältnis zum Mittelwert i^ als Foitnfaktor. 

1} Näheres fljidet man a. B. bei E. Kittlev, Allgemeine Elektrotechnik, 
Bd. 3, Einfahrung in die "Wechselstromtechaik. TraiiBforroatoren, herausgegeben 
nnter Mitwirkung von W. Petersen, Stuttgart 1909, S. 37—33. 
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Effektive Stromstärke eines Wectselatroms. 203 

14. Den Mittelwert der Funktioa 
y = u^ 61113! + «ä siii2a! + ■ ■ ■ + «„ mxnx + |^o+ ''i '^'^^^ 
-|- &5 cos 2x -^ ■ ■ ■ -\-i^ cos nx 

für das Intervall von fl; = bis x = % zu bestimmen. 

Je naehdem n eine ui^erade oder gerade Zahl ist, findet man 

^/„. = i (Sa, + -g- «3 + |- «5 + ■ ■ ■ + |- «„) + Y öo - 
bzw. 

15. Die Stromstärke eines Wecliselstroms sei durch die Formel 



+ 0^ coe -■^" + Oj cos -j, - + ■ ■ ■ + o„ cos ^ 

gegeben. Wie gi-oß ist die effektive Stromstärlce (vgl. Aufg. 13) für t 
Intervall von (-0 bis * — T? 
Zunäflliat wird 



(•■).= ^/livsm.=^'+Jv 



denn das über die Summe der doppelten Produkte der einzelnen Glieder 
von P erstreckte Integral ist gleich Null, wie eich hei Einführung einer 
neuen Veränderlichen S durch - - = g mit Hilfe der Formeln in den 
Aufgaben 62—64, S. 95 sofort ergibt. Man erhalt 

(*^)m = i («iH «2^ ■ • ■ + «i + '',' + &,'+■■■ ^,:), 

die effektive Stromstärke wird daher 

V(iX = Vi V'V4^H^^+"< + h^+h' + --- + K- 

16. Wie schon in Teil I, S. 117 erwähnt wurde, kann man nach 
Messungen, die R. Jasmund an verschiedenen Stellen der Elbe vor- 
nahm, die Art, wie sich die Geschwindigkeit y der Waaserteilchen des 
Flusses längs einer und derselben Vertikalen mit der Höhe x über der 
Flußsohle ändert, durch die Formel 

(1) y-ö + (»log(« + c) -fl + hMlii{x-^c) 
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darstellen.^) Hier sind a, i, c und M Konstanten, und zwar hängt a 
hauptsäcMicli Ton der Größe des GefäUee, der Wassertiefe und dem Ab- 
stand der Vertikalen vom Hußufer ab; h iat im wesentlichen nur vom 
i^ I Gefälle abhängig, c bezeichnet den Abstand der Asymptote 

I a; + c = der Kurve (1) von der in der Flußsohle liegen- 

/ den (/-Achse (Fig. 58); M ist der Modul 0,43429 des 

/ Briggsschen Loganthraensystems. Bei einer anderen Ver- 

i / -? I f' tikalen haben «, i und c natürlich andere Werte. Um zu 
r zeigen, welche Größenordnung sie haben, geben wir einBei- 

Fte-SB- spiel, das dem Mittelwert mehrerer von Jasmund in der 
Nähe Magdeburgs an derselben Vertikale bei verschieden hohem Wasser- 
etand ausgeführten Messungen entspricht, nämlich (Fig. 58) 

(2) y = 1,0669 + 0,5804 log (x + 0,2136) 

und zwar sind die hier auftretenden Längen in Metern angegeben, so 
daß z. B. in der Höhe a; — (1 — c) m über der Flußsohle die Geschwin- 
digkeit 1,0669 m/sek beträgt. Es werde hierbei bemerkt, daß die 
Formel (1) in nächster Nähe der Flußsohle nicht mehr gilt; es wurden 
die zahlreichen Messungen erst in 0,15 ra Höhe über der Flußsohle be- 
gonnen. Auch wurden die in der Nähe des Ufers vorgenommenen 
Messungen nicht berücksichtigt, um den Einfluß steiler Ufer, die auf 
das Wasser eine verzögernde Wirkung ausüben, möglichst zu eliminieren. 

Die Geschwindigkeit an der Oberfläche sei y = %, während in der 
Höhe »i -f- c — ^ ^ über der Asymptote x + c = die Geschwindigkeit Null 
stattfinden möge, wobei log d =■ — a : ö ist. 

Man soll imn zeigen, daß für die mittlere Geschwindigkeit y,^ die 
Formel gut 

(3) 9.._J-^-i.», 

WO T den Abstand des Wasserspiegels von der Asymptote a: 4- c — be- 
deutet. Hierfür kann auch 

(4) y. - !/. - iJlf 

gesetzt werden, da T und T—S nahezu gleich groß sind. 
Mau findet zunächst 



y^-f^äj i'* + ^^^ii^(^ + '^)l 



1) Zeitschrift für Bauweeen, 43. Jahrgang (1893), S, 137. Vgl. ferner das 
Kapitel „FlieBende Gewässer" von Jasmund im „Handbuch der Ingenienr- 
■wissenBchaften", 8. Teil „Der "Wasserbau", 1. Bd. „Die Gewässerkunde", 4. Aufl., 
Leipzig lyil, S. 465. 
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Mittlere Geschwmdigkeit bei Flnßläufen, 265 

oder nach Aufg. 6, S. 66 

>l.-Th,[''(T-S) + bM[(x + c){ln(x + c)~l]ll'-J] 

- tZTjI«^- "* + i»T\RT- bMI-bJIS Inä + Sjlfä)- 
Da atin ffl + ?' ili" In T - I/o und a -L ;* -M In ö - ist, folgt 

(5) 'j..-'-'---4-^'^'^-ff-.-iM, 

wofür, wie sdion er wähat wurde, mit hinreichender Genauigkeit ?/„ — Ei JJf 
gesetzt werden kann. 

Diese mittlere Geschwindigkeit findet in einer Höhe | über der 
Asymptote x + c = statt, die aus )/o — iJf = ß + ÖJl/'ln| zu bestimmen 
ist. Man erhält 

,._y„^a-iM_bM(lj^T_-V,_T 
^^5- i21 ~ b'M e ' 

wo e die Basis der natürlichen Logarithmen 2,71828 bedeutet. Daher 
folgt 

(6) I - -^ = ^y-g = 0,368 r, 

d. h. in der Tiefe 0,632 T unter dem Wasserspiegel haben die Wasser- 
teilchen diese mittlere Geschwindigkeit,^) 

17. Die in Aufg. 16 auftretende Formel (1) ist durch 

(7) y = a -i- IMlnx + J^M\n{t — x) 

zu ersetzen, wenn &ich auf dem Flusse eine stehende Eisdecke befindet. 
Hieibei sind a, i und / Konstanten, und zwar hängen b und 7c von der 
Rauhigkeit des Bodens bzw. der Eisdecke ab; t ist die Flußtiefe an der 
betieffenden feteUe Bvi einem gewissen Lot in der Nähe von Magde- 
buig war z B ") 

(8) y = 0,4561 + 0,2292 log.E + 0,1146 log(2,68 -a;). 

Es soll nun für (7) die mittlere Geschwindigkeit y^ bestimmt 
werden.^) 

1) Vgi.E. Jasmund, Zeitschrift für Bauwesen, 43. Jahrgang (1893), S. 147 f.; 
im Handbuch der IngenienzwiaeeiiBchaften a. &. 0. S. 474. 

2) R. Jasmund, Zeiteehrift für Bauwesen, 47. Jahrgang (1897), S. 589. 

3) R.Jaamund, ZeitBOhrift für Bauweeen, 41 Jahrgang (1897), S. 470— 472. 
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266 § 1*3- Mittel WC i'tsätie. Mittelwert einer Funktion in einem, gewiss. Intervalle. 
Man findet 

y^ = ylim I {a -\-hM\nx + hMln(t-x)] dx 

= j{at + bMt{lnt-l) -[-l-3It(lnt-r)} = a + {h + lS)3I]n--; 

hierbei worde die Tatsache benutzt, daß lim ( ( - In ( ) = ist. 

Diese mittlere Geschwindigkeit findet in einer Höhe | über der 
Flußsohle statt, die aus der Gleichung 

a + (b-\-h)Mln-^ = a + hMlni +131111(1 -i) 

zu bestimmen ist. Diese kann auch in der Form 

(t)'*'-P('-ö* 

geschrieben werden. Bei Einführung von ]c:b=m folgt 

l«-8--(f)"', 

woraus hervorgeht, daß | nicht von h und 1; einzeln, sonderu von dem 
Verhältnis h : Ic abhängt. 

18. Mit Benutzung von Regel 5 und mit Rücksicht auf die für 
s'^i bestehende Ungleichung 

ist zu zeigen, daß der Wert des Integrals 
zwischen 0,4 und 0,41152 liegt. 



r. , /' äx ^ ? dx 



daher 0,4 < J < arc sin 0,4. Der zu are sin 0,4 = k gehörige Winkel 
ist aus sin k =- 0,4 zu bestimmen und wird gleich 23" 34' 42" gefunden; 
die zugehörige Bogenlänge kann eiuer die Länge der Kreisbogen für 
dea Kreis vom Halbmesser 1 enthaltenden Tafel entnommen werden, 
sie ist 0,41152. 
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Abschätzung des Wertes gewisser beetinimter Integrale. 267 

19. Mit Benutzung von Regel B und mit Rücksicht auf die für 
«^ ^ 1 gültige Ungleichung 1 ^ cos a; > 1 — |- x^ (vgl. Teil I, S. 80) soll 
man zeigen, daß der Wert des Integrals 

I l/eos X dx 

zwischen 1 und 0,9089 gelegen ist. 
Offenbar ist 

I dx> JYoosx äx> I |/l —~-äx, 

wobei das letzte Integral in der Form 

geschrieben werden kann und nach Aufg. 17, S. 192 den Wert hat 
^-[1-1/2^=^ + arc sin~T^'= ~y2 (^ + ^) 

= 0,7071-1,2354 = 0,9089. 

20. Man soll sich mit Hilfe des ersten Mittelwerts atz es (Regel 1) 
überzeugen, daß für die Normalfoi-m des eUiptischen Integrals erster 
Gattung (Regel 5 und 6, S. 209f.) 

F(h,u)^t '^^- (fc^<l, «^<1) 

eine Gleichung von der Form 

/' dx 1 . r\ -^ I- ^ 

-- = arc smM, < £ < it 

stattfindet. Auch folgt leicht 

arc siuit < F{Jc, u) <-.-■ , arc sin«. 
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17, Berec>iiinng der Bogenlänge toh Kurven {Rektifikation). 



Beredmung der Bogenlänge von Kurven (Kektifikation). 

1. Die Länge s des sich vom Puiikte P^ bis zum Punkte Pg er- 
streckenden Bogens der bei rechtwinkligen Koordinaten durch die Para- 
m eter dar Stellung 

(1) * = <p(0, y = Hi) 

bestimmten ebenen Eurve ist durch die Formel 

(2) s ^JV<p'W+MW ät 

gegeben, in der t^ und t^ die Parameter der Endpunkte P^ nnd P^ des 
Knrvenbogens bedeuten. Hierbei ist vorausgesetzt, daß die Funktionen 
ipif) und il>if) und ihre ersten Ableitungen in dem Intervall von t-^ bis t^ 
eindeutige und stetige Funktionen von t sind; ferner wird angenommen, 
daß jedem zwischen Pj und Pj gelegenen Punkte der Kurve nur ein 
Parameterwert i! zugeordnet ist. Wird die Kurve im Sinne der wachsen- 
den Werte von t durchlaufen, so soU auch die Bogenlänge als wachsend 
angesehen werden; man hat alsdann die Quadratwurzel in (2) positiv 
zu wählen, 

2. Die Länge s des sich vom Punkte P^ bis zum Punkte Pj er- 
streckenden Bogens der in rechtwinkligen Koordinaten durch die Glei- 
chung 

(5) y-m 

gegebenen Kurve ist 

(4) ,^j\/i + ^-ä.. 

Hierbei sind x-^ und x^ die Abszissen der Punkte Pj und Pg . Für die 
Funktion f{x) und das Vorzeichen der Quadratwurzel gelten entsprechende 
Voraussetzungen wie in Regel 1 für die Funktionen qiif) und %>(fj. 

In manchen Fällen ist es vorteilliaft, bei der Integration nicht x 
sondern y als unabhängige Veränderliche zu benutzen; die Formel (4) 
ist alsdann durch 

zu ersetzen; dabei sind y^ und y^ die Ordinaten von P, und Pj. 

3. Die Bogenlänge s der durch die Gleichung in Polarkoordinaten 

(6) ,-_«») 
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rormeln Kur Berechnung der Bogenlünge von Kurven. 2ö9 

bestimmten ebenen Kuri-e ist durch 

(7) ,=y-y;H-(|iy« 

gegeben; dabei sind d-^ und &^ die zu den Endpunkten P^ und P^ des 
Bogens gehörigen Poiarwinkel. Für die i\inktion /"(*) gelten ent- 
sprechende Voraussetzungen wie in Regel 1 für die Funktionen (p (t) und 
T^(i); die Quadratwurzel ist positiv zu nehmen, wenn die Kurve im Sinne 
der wachsenden Werte von '9' durchlaufen wird. 

4. Die Bogenlänge s der bei rechtwinkligen Koordinaten durch 

(8) ^-f{t), y-m, s -»'(') 

bestimmten Raumlairve ist durch 

(9) s-jy,f\ef'+i(t)' + i,\i)'<it 

gegeben. Für die Funktionen ip{t), %it), i'{t) gelten entsprechende Vor- 
aussetzungen wie in Regel 1. 

6. Die in Regel 1 bis 3 angegebenen Formeln für die Bogenliinga s 
lassen sich in der allgemeinen Formel 

(10) s^fy'dx^ + 'df 

zusammenfiis.'fen, die Gleichung (9) läßt sich durch 

(11) .s ^fy~di^~^~df^'d? 

ersetzen. 

Beispiele. 

In den folgenden Beispielen ist, wenn nicht etwas anderes besonders 
bemerkt wird, stets die Länge des sich vom Punkte Pj bis zum Punkte Pg 
erstreckenden Bogens der betreffenden Kurve zu bestimmen. Dabei sind 
ij und (3 die Parameter, a:,, y^ bzw. %, y^ die rechtwinkligen Koordi- 
naten, r-^, %'^ bzw. i\, O'j die Polar koordinaten der Endpunkte des 
Bogens. 

1. Die Bogenlänge der gemeinen Zykloide (vgl. Teil 1, S. 47 und 98) 

x^ a{t — &vi\t), j/ = a (1 — cos () 

zu bestimmen, also jener Kurve, die von einem Punkte der Peripherie 
eines Kreises vom Radius a beachriehen wird, wenn dieser Kreis auf 
einer Geraden (a;-Achse) rollt ohne zu gleiten. 
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Hier wird 

s = a j l/2"(r^ösl) dt^2a{ sin ~ dt, 

somit 

s = 4a(cos-|-f^ — cosy^). 

Inabesondere für i^ = 0, (^ = 2jr, also für rfj'e Länge des Zykloiden- 
hogmis, der einem dnmaligen Abrollen des die ZyTdoide erzeugenden Kreises 
entspricht, ergibt sich der einfaciie Ausdruch 

2. Die Bogenlänge der EpisyMoide zu bestimmen, also jener Kurve, 
die von einem Punkt P der Peripherie eines Kreises vom Kadius & be- 
eehrieben wird, wenn dieser auf der Außenseite eines festen Kreises vom 
Radius a oine Gleiten roUt. Berühren sich beide Kreise zu Anfang der 
Bewegung an der Stelle x — a der a:-Achse und hat alsdann P die 
Koordinaten x = a+ 2ö, ?/ = 0, so ist die Epizykloide durch die Para- 
meter darstelluu g 

[ x--(a + h)eof^li-haos""t''t = (p(t), 

[ ?/ = (a + 6) sin ( + ö sin -"^ t = Tl>{t) 

gegeben, in der ( den Winkel bezeichnet, den der nach dem jeweiligen 
Berührungspunkt der beiden Kreise gezogene Radiusvektor mit der 
positiven Richtung der .ic-Achse bildet. 
Man findet 

s=.(a+6) J]/2(l + cos ■^)cli = 2 (« + ;-) Jcos^^di, 

somit 

(2) , = __.^..__^,ia_^^sm^). 

Hier ist -V- = M der Winkel, um den sich der loUende Kreis seit 
Beginn der Bewegung gedreht hat. 

Wiü man die halbe Länge jS des einem einmaligen Abrollen des 
beweglichen Kreises entsprechenden Kurvenbogens haben, so ist der 
Bogen M, = ~r^ = 0, der Bogen Mj = -^ = re zu setzen; aus (2) folgt 
alsdann 

(3) _1__5 _«(.+ !.) „„j g_8S{<.+-_6)^ 
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:ge der Epi«yWoiden und der KetteEÜiiie. 271 

Rollt tler bewegliehe Kreis im Innern des festen Kreises ab, be- 
schreibt also P eine ffypozyMoide, ao wird 

3, Die Länge des Bogens P^Pg der Kurve 

X = fit) cos t - f'{i) sin t, y =^ f{t) sin t -f /' (0 cos t 
ist 

.•-[/■(<)+/"«];:;:■ 

Man findet nämlich 

ix-- + äf- im +("((]]', 

woraus sieh sofort s mit Rücksicht anf Hegel 6 ergibt. Wir erinnern 
daran, daß die vorgelegte Kurve die Hüllkurve der Geraden 

X cos i -^ y smt ~ f(t) = 

darstellt; der Winkel t steht mit dem Winkel a, den die Tangente eines 
Kurrenpunktes mit der positiven Richtung der ai- Achse bildet, in der 
einfachen Beziehung k = 90"+ t. Vgl. Teil I, S 158, 175 und 176. 

4. Die Länge eines Bogens PiP^ der Neilschen Parabel i/= c^x^ 
bestimmen; ein Bild der Kurve findet sich in Teil I, S. 67, Pig. 26. 

Aus y = cx^ folgt 

man wird hierbei die Substitution 1 + — — = s anwenden, 
ö. Die Bogenläuge der Kettenlinie 

y = 2" (e "' + e "' J - m SoJ (~) 
zu berechnen. 
Hier ist 

s =./ "|/l + @inä gj dx = y ßoi (J) dx 

oder also 

s= )«| @in(--] =m l/Soj*(-^) _ l l '= ^y^^^m^ ^-\/y^ — >,n^. 

Sind Cj und Kg die Winkel der in P^ bzw. P^ gezogenen Tangenten 
mit der positiven Richtung der k- Achse, so wird 

S = »»(tgßi, — tgßl). 
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Die Bogenlänge l'iFs läßt sich daher, wenn die Kurve gezeichnet vor- 
liegt, durch eine leicht konstruierbare Gerade darstellen. Es möge, um 
dies zu zeigen, angenommen werden, daß die Abszissen von P^ und Pj 
beide positiv seien. Beschreibt man alsdann um den Scheitel S der 
Kurve als Mittelpunkt Kreisbogen mit y, und y^ als Radien, die den 
positiven Teil der x-Ächse in Jj^ und Lj schneiden (vgl. Fig. SS, S. 67), 
so ist 

OLi = l/i/i^-m^, Oi5 = l/y/~M(S daher s = LJ.^. 

(Wie ist zu verfahren, wenn x^ negativ, x^ positiv ist?) 
Die Bogenlänge der Kettenlinie läßt sieh auch durch 

s = j/g sin u« — y^ sin a._ 

ausdrücken, denn allgemein ist 

i?,a^ y = Bm{--], a\.m sinK=2:n(^): 
ferner ist 

m = )/ ; Gof ( '—], daher m ig a ~ d%q{ ] = y sin u . 

6, Im Anschluß an Aufg. 5 soll man die durch einen schweren 
Faden von gegebener Länge 2s gebildete Kettenlinie bestimmen, wenn 
dieser Faden zwei in gleicher Höhe gelegene Punkte A und B ver- 
bindet. Der Abstand AB der beiden Punkte sei 2a, wobei 2ß<2s 
ist. Vgl. Aufg. 51, S. 90f. 

In der Gleichung der Kettenlinie y = m Gof (—1 ist m zu bestim- 
men; dabei ist nach Aufg. 5; 

2s = 2)it®in(|^-), 
daher nach Teil I, S. 80 : 

(1) i=^ii+Mi)"+Ä(:)'+'-'i- 

Setzt man 

(2) '"1."'°--'. O"-^. 

so folgt') aaB (1): 

(3) „_« + »;2.+ »^<,.+ ,.._y(,). 

Diese Reihe, die m als Funktion von a darstellt, ist nun umzukehren, 
d. h. man hat z als Punktion fiii) der bekannten Größe ^^ auszudrücken, 

1) Vgl. hierau C. Runge, Theorie und Praxis der Roilien, Leipzig 1904 
(Sammlaag Schubert Nr. 33), S. 69 f. 
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Durchhang der Kcttenlinie. '2~i'i 

= a : y? berechnen zu können. Die Maclaurinsche Reihen- 
entwicklung (vgl. Teil I, S. 77) ergibt 

, = f{u) = f (0) + uf'iO) + 1^ f"{0) + 1^ r"(0) + ■ ■ ■ , 

und hier ist offenbar /"(O) — 0, denn für s = wird nach (3) auch 
» - 0. Ferner ist (ygl. Teil I, S. 42, Aufg. 9) 



r(«) = i:T'w, r(»)--l.s, r»- 



und hieraus erhält man <lie Werte f'{0), f"{0), f"'(0),..., indem 
man .3=0 setzt, da m = und .s = ein zusammengehöriges Werte- 
paar bilden. Es ergibt sich 

r(o)-i, r(0)--?^f--i, rm-jj, 

somit ^) 

Den Abstand des Mittelpunktes M der Sehne AB von dem tiefsten 
Punkt S der Ketteulinie nennt man, z. B. wenn diese Kurve durch 
einen Telegraphendraht gebildet wird, den Durchhang SM = d der Ketten- 
linie (Fig. 59). Man findet für ihn: 

d = m 6of f— ] — m = m Eof 1^0 — in 
oder mit Hilfe der Reihe für ^0) V^" (vgl. Teil I, S. 80): 

'^ = ™(-^^-S + Ä + ■■■^ 

Hier ist nun m durch a : Ys zu ersetzen, und wenn man für ^ die 
Reihe (4) einfahrt, hierbei aber die Glieder von höhei^em als zweitem 
Grade in u vernachiässigt, folgt 

(5) <!=iy;ii+4..-»»'l. ^__ 

wobei 



Für 2a = 50 m, 2s = 50,036 m würde man z. B. (?- 0,822 m 
finden. 

1) Bei Runge findet sicli liier a. a. 0. ein Druckfebler, indem als Koeffi- 
zient von ti' die Zahl — ■ I— -j- — j angegeben iat, während + , -. irr. — ^ä) 



y Google 



274 § 11. Berechnung der Bogenlänge -von Kurven (Rektifikation). 

Bei der Spannung eines Telegrapliendrahtes ist die Änderung zu 
beriickeichtigen, die seine Länge durch Änderung der Temperatur er- 
fährt; insbesondere muß man darauf achten, daß die größere Spannung, 
die in dem Draht durch YerminderuDg seiner Länge bei einer Tempe- 
raturabnahme auftritt, die Zugfestigkeit nicht übertrifft.^) 

7. Für welche Werte des Exponenten h läßt sich das Integral für 
die Bogenlänge der Kurve y = c^ durch elementare Funktionen aus- 
drücken? 

Die Bogenlänge 

führt hier auf ein hinomisches Integral (vgl. Regel 4, S, Xl'di.). Die all- 
gemeine Gestalt dieser Integrale ist 

fx'"(a + hx'^ydx; 

im vorliegenden Fall ist also m = 0, )r = 2ft — 2, j) = |, «=1, h = c^h^. 

Aus Regel 4, S. ITSf. folgt, daß sich s durch elementai-e Funktionen 
darstellen läßt, wenn 1 : (27.: — 2) eine ganze positive oder negative 
Zahl IN ist oder wenn h : (2h — 2) eine solche Zahl N ist. Es muß 
daher h von der Form (2jV+ 1):2J>^ oder von der Form 2N:(2N-\) 
sein, d. h. h muß ein positiver Bruch sein, dessen Zähler und Nenner 
um eine Einheit voneinander verschieden sind. 

8. Die Bogenlänge der Parabel y^ —p^ vom Scheitel bis zum 
Punkte P(^i, j/i) zu bestimmen. 

Die Integration wird hier etwas einfacher, «'eun man y als Inte- 
grations veränderliche und somit die Formel 

m -/yi + ©'"'» 

benutzt. Alsdann ergibt sich 
(Tgl. An%. 17, S. 192) oder also 

(2) . = .y^T?^ii."-^^^. 



1) Näberes hietübej- sowie über den Einfluß des Wicddracks und der Eis 
belastung auf die Spannung und den Durchhang der Telegiaphcndra.bte fradpt 
man k. B. bei K. Winnig, Die Grundlagen der Bautetlinili fiU ol friidiathe 
Telegrapiienlinien, Braunscbweig 1910, S. 189-208. 
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Der Ausdruck — V J/i" + -^V^ li^* eine einfache geometrische Be- 
deutung. Schneidet nämlich die in P^ gezogene Tangente der Kurve 
die Scheiteltangente in li, die Achse der Parahel in T und ist OM^ die 
AbsziBse TOn P, (Fig. 60), so ist PO- OJf,nnd TR-BP^ (ygl. Teilt, 
S. 49), daher 

Tl\ - y TM,' + M, P," - Vix,' Vv,' - ''' Yut' +^P' 

(3) frl/'i'+TP'-Y^'^'-^'-P.' 

d. h. jener Ausdruck stellt das vom Berührungspunkt P^ bis zum Schnitt 
mit der Seheiteltangente gemeeeene Stück der Tangente von Pj dar. 

Die Länge des Parabelbogena 0I\ läßt sich noch durch zwei an- 
dere Ausdrücke von bemerkenswerter Einfachheit diirstellen. Führt 
man nämlich durch die Substitution 

(4) 'i^-=Sin«, 
\ j j, 1 

den hyperbolischen Sinus ein, so wird 

(5) s = ^{Qin2u, + 2u,). 

B'^erner ergibt sich bei Einführung dos Winkels g^, den die in P^ 
gezogene Tangente der Kurve mit der positiven Richtung der a;-Achse 
bildet, die Formel 

Zum Beweis der Fomiel (5) beachte man, daß das Integral 

durch die Substitution 

(8) -'/--eilt.., fi!/--ipl5oj..tI» 
in 

(9) .s = ~1> f Sd)^ udu =- ■rri') (®in 2 Mj + 2 w J 

(vgl. Aufg. 16, S. 6H) übergeht. Hieraus folgt leicht Gleichung (6), 
denn es ist, 
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276 § !''• Bereclinung der Bogfinläuge von Kurven (RektiSkatiou). 

daher nach (8) 

@inM = cotß, ßDfM= . , ©in 2 M = - .'^"J "^ • 
Ferner ist 

eoj M + ®hi « = e" - --t^^-'' = cot ■^- , 
somit 
(10) M = lu cot Y = - In tg Y ■ 

Die Einführung dieser Ausdrücke für ©in2w und für w in (9) er- 
gibt sofort die Gleichung (6). Übrigens ist leicht ersichtlich, daß 
1 , n 1 eoaa, 

das schon oben erwähnte Stück RP^ der Tangente des Punktes Pj dar- 
stellt, 30 daß sich die Gleichungen (6) und (9) durch 

(U) .-EP,-iii!ntg|'--j5P, + iD», 

ersetzen lassen. 

9. Die Bogenlänge der logariihmisdien Linie y = a\a.x mit Hilfe 
der Substitution a : x ^ cot z zu bestimmen. 

Das Integral 

(1) s^J^l^-^^dx 

verwandelt sic)i durch die angegebene Substitution in 

woraus nach Multiplikation des Zählers mit dem Faktor 1 ==-sin^? + cos^2 
das Integral 



« -«/(S 



hervorgeht. Nach Aufg. 80, S. 101 f. und Aufg. 58, S. 94 findet man 

(3) ,9 = <z[^-^^--|-hitg|.£;] ■ 

Die Grenzen s,^ und z^ sind natürlich diejenigen Werte von s, die auf 
Grund der Substitution « : 3: = cot s zu a; = a;^ und x = x^ gehören. 
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Bogenlänge der logB,ritlmiiscl3en Ijinie utid der Ellipse. 277 

Auch mit Hilfe der hyperbolischen Funktionen läßt sieh das Inte- 
gral (1) berechnen. Durch die Substitution 

geht nämlich (1) über in 

(4") s = — fl 1 ■_-.-,'- lütt, 

und wenn man hier den Zähler durch 1 + ©in^ m ersetzt, folgt 

(ö) . = - « J [^~- + l) du ^ a ISots u - w]^^- 

Die Grenzen % und tf^ ergeben sich aus a:ic = ©ihm, wenn man »; = «, 
bzw. a; == 3^2 setzt nnd nach m auflöst. 
10. Die Bogenlänge der j 



(1) 

zu berechnen. 
Hier wird 

daher 


dy b x 


(2) 


.=/v^^<!:-' 



woraus nach Einführung der numerischen Eszentmität s = — ya'' — i^ 
das Integral 

(3) ^^jV~u^S-^'^ 

hervorgeht. Dies ist ein elliptisches Integral, denn würde man durch 
Erweitem mit Y^ — i^x^ oder mit ya^ — s^ die Irrationalität des 
Zählers bzw. des Nenners beseitigen, so bliebe noch eine Quadrat- 
wurzel ans einer ganzen Funktion vierten Grades von w (vgl. Regel 1, 
S. 208 f. und Regel 5, S. 209). Mit Hilfe der Substitution a; - a sin 9) 
erhält man 



(4) s ^ afyi'- 6^sin>(iy, 
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278 § !'■ Berechnung der Bogenlänge von Kurven (Rektifikation), 

also nach Regel 7, S. 210 ein düptisches Integral zweiter Gattung', dabei 
ist (f-y^ — arc sin — , (f^ = ^'^ ^'"^ ~' Dieses Integral läßt Bich nun durch 
Entwicklung des Integranden in eiue unendliche Reihe berechnen. Mit 
Rücksicht auf die Ungleichung e^ sin* qn ^ e^ < 1 ist die Reihenent- 
wicklung 

(5) (1 — E^sin^ip)^ = 1 — -^E^sin^ (p —,,-- f*sin*q:i ~ f^sin"y— -■-■ 

gestattet. Da überdies diese Reihe gleielimäßig konvergiert (vgl. Teil I, 
S. 75 und im vorliegenden Teil S, 193), ist auch ihre gliedweise Inte- 
gration erlaubt, wobei die Formel in Aufg. 71, S. 97 anzuwenden ist. 
Wir wollen die Integration zur Berechnung des Viertektmfanges j 
der Ellipse durchführen ; die Grenzen sind alsdann gi^ = und ^j — j je, 
man hat daher das vollständige eUiptische Integral IE (vgl. Regel 7, 
S. 210) zu berechnen. Mit Hilfe der in Aufg- 76, S. 99 bei 
Formel 



./ 



sm-'" (p d rp = -"— - g,„__-y- 



findet man die Reihe 

(6) 3-»E(.,i)-!^ji-(^.)'-j{^^.f-^Q:;:°.-)'-...), 

in der das erste Glied ^»jt den Viertelumfang des über der großen 
Achse der Ellipse als Durehmesser beschriebenen Kreises ausdrückt. 

11. Die Bogenlänge der Kurve y = sina; zu berechnen. 
Man findet 

s =/*!/ 1 + eös^'xcla:=y2 fyr-fsm^~x d x , 

also ein elliptisches Integral zweiter Gattung, das schon in Aufg. 10 
näher betrachtet wurde. 

1 2. Man soll zeigen, daß der von / = bis i = 2 ;r gerechnete Bogen 
der Zykloide 

X = at ^h sin t, ij = a — h cos ( 

so groß ist wie der Umfang einer Ellipse mit den Halbachsen öj = ff + (i, 
b, = \a — b\. Die Kurve entsteht dadurch, daß ein Kreis (Radius a) 
auf einer Geraden (a:-Achse) ohne zu gleiten rollt; ein mit dem Kreis 
fest verbundener Punkt (Abstand vom Mittelpunkt gleich b) beschreibt 
die Kurve (vgl. Teil I, S. 47). 
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Für den erwähnten Bogen der Zykloide findet man 

S = 2 Cy{a — b cos ty + bHinHdt = 2 / ]/(« -1- 6)^— 4a6 cos" y dt 

woraus mit Hilfe der Substitution i= ;r — 2^ das Integral 

(1) S-4(» + (,)J]/l--j/|{-j.™V,i^ 

herTorgelit: hierbei ist -. — r-rr-, sicher ein echter Bruch. 

Für die Bogen^nge der g&meinen Zykloide {a = h) vgl. Aufg. 1, 
S. 269 f. und Teil I, S. 165, Aufg. 36. 

Andererseits hat man für den Umfang 4^ einer Ellipse mit den 
Halbachsen «j und l)^, wie in Aufg. 10 gezeigt wurde: 

(2) 4(2 = 4ßi \y\ — s^sia} (päfp; wo Ej^== ' s'- ist. 

Die beiden Ausdrücke S und 4g werden einander gleich, wenn die 
Beziehungen 

".- + '. •'^'■' = (51,. 

stattfinden. 

13. Weun ein Kreis K-^ vom Radius J auf der Außenseite eines 
festen Kreises K vom Radius « rollt ohne ku gleiten, so beschreibt ein 
mit dem beweglichen Kreis K^ fest verbundener Punkt P eine Kurve, 
die gewöhnlich als £pJirocÄöjiie bezeichnet wird. Berühren sich die beiden 
Kreise zu Anfang der Bewegung im Punkte x = a der Abszissenachse 
und hat alsdann der vom Mittelpunkt des bewegliehen Kreises um die 
Strecke c entfernte Punkt P die Abszisse x -^ a + i + c, so gilt für 
■die von P heschriebene Bahn die Parameterdaretellung 

(l) ^ = (a + fc}cos(+ccos?-|^i, j/=(« + &)aini + csin"-^'^(. 

Der Parameter ( hat hierbei dieselbe Bedeutung wie bei der in Aufg. 2, 
S. 270 behandelten Epizykloide, die man aus (1) für c = ?> erhält; bei 
ihr liegt P auf der Peripherie des rollenden Kreises. 
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280 % l'J. ßerechnuag der Bogenlänge von Kurren (Rektifikation). 

Man soll nun zeigen, daß der einem einmaligen Abrollen des Kreises 
Kj entsprechende Kurvenbogen S so lang ist wie der Umfang einer 
Ellipse mit den Halbachsen 



folgt aus (1): 

dc£ = — {p ein t + cK sin }.t)clt, dy = (p cos i + cA cos 1{)('H, 

daher 

wo noch die Integrationsgrenzeu festzusetzen sind. Ist seit Anfang der 
Bewegung der zu einem Zentriwinkel (p gehörige Bogen iiarcq) des 
Kreises K^'') Hngs des Bogens a are ( des Kreises K abgerollt, so be- 
steht die Beziehung at = h^>\ hierbei gibt fp auch den Winkel an, um 
den sich K-^ seit Anfang der Bewegung gedreht hat. Während eines 
einmaligen Abrollens der ganzen Peripherie von K^ durchläuft ar(i <p die 
Werte von bis 23i und arc t die Werte von bis ; daher sind 

#^= und ig = die Grenzen des Integrals (3), Führt man aber 

^() = at : 2& als neue Veränderliche in (3) ein, ao werden j/'j = und 
il>2 = X die Integrationsgrenzen, und man erhält 






(P + c;. 



i> dip 



(4) s='»+f>"/'(/l. 

wofür nach Aufg. 5, S. 74 

(5) s - 'Ä^f')» jy 1 ; 

gesetzt werden kann. 

Andrerseits hat man für den Umfang 4q einer Ellipse mit den 
Halbachsen «j, h^ nach Aufg. 10: 



(6) 4g •= 4»! j yi — E^^ sin- tp d cp , wo Ej^= -' — ^ ' ist. 



1) Arccp liedeutot der 
gehörigen Kreisbogen. 
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Bogenlänge der Trochoidcn. 281 

Die Ausdrücke (5) und (6) werden einander gleich, wenn die Be- 
ziehungen atattfinden: 

__ {p + cX)b _ (a+Jjib + c) Oj^—b^" ibc 

<h~-- a"" " "ä ' " «,= ^(ö + c)^" 

Ähnliehe Beziehungen zu einer Ellipse gelten natürlich auch 
dann, wenn der Kreis K^ auf der Innenseite des 
festen Ei-eiaes abrollt, also im Fall der Hypo- 
trochoicU}) 

14. Bei jeder logarifhmiscken Spirale r = a* 
ist die Länge des vom Anfangspunkt bis zu 
einem beliebigen Punkt -Pi{''j, •ö'i) der KuiTe 
gemessenen Bogens so gi-oß wie die Länge der j-ig ^i. 

zu P gehörigen Polai-tangente P^T (Fig. 61). 

Die Länge T der Polartangente ist nach Teil I, S. 66 

?•- f Vi-' + V' - '^'^yi + linaf; 
die Bogeiiiänge wird 

Der durch zwei beliebige Punkte 'J'^, 1\ der Kurve begrenzte 
Bogen wird 

»-"'"trir-^ 1^1 + ('»«)*■ 

Nun ist bei der logarithmiechen Spirale der Winkel y zwischen Tangente 
und Radiusvektor konstant, und zwar hat man tg y — 1 : In ts (vgl. 
Teill, Aufg. 31, S. 54); daher wird 



wenn man noch die Radienvektoren r^= fl"', r^— ü'''' einführt. 

15. Die Bogenlänge der Kardioide r ^ p(l -f cos ^) zu berechnen. 
Vgl. Teül, S. 63f 

Man findet leicht 

s = 2p ( cos Y (^'^ = i;?! sin Y • 
Der Umfang der ganzen Kurve wird S =- Sp. 

1) H, Wiener [Mitteilungen des math.-naturw. Vereins in Württemberg, 
2. Serie, Bd. 9 (1907),' S. 46—50] zeigte rein geometrisch, daß die Rektifikation 
der Epi- und Hypotroohoiden auf Bllip Benbogen, führt. 
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282 § i-''- Berechmiag der Bogenläßge von Knrveu (Rektifikation), 

16. Die Bogenlänge der Zissoiäe 

zu boreolmeB (vgl. Teil I, S. 62 f.). 
Man findet 

(2) s-2a f -"^°*j yi +3 001= ad», 

ein Integral, das durch die Substitution y^cos^ ^ 1 ; s in 

(3) ,--2ayS i^^ + ''-i,-2üYi f J' +2ayi l.' ,d, 

■j ^ y eyi + g y yi + s 

übergeht. Der erste Summand der rechten Seite wird durch die Sub- 
stitution 1 : Ä -= M, ohne Rücksicht aaf die Grenzen, in 

- 2« 1/3 f:^^^"_^ ^ = - 2fly3 In {u+yu'+ l) 

= — 2a 1/3 In (yS cos 4-1/1 +3 cos- 9-) 

übergeführt, der zweite ist gleich 2öl/3(i + 2^)= "' u, " 

Daher ergibt sich 

(4) s = 2 a p'' ^ + J ^"'^ "* - )/ 3 In (V 3 cos + V 1 + 3 cos"^)]'^°, 

und wenn man zur AbkiirzuDg l/3 cos 9; + l/l + 3 cos" S',. = «,- , (* = 1 , 2) 
setzt, folgt 

(5) s-^2a V'A [ Ji^ - In K ]"". 

1 7, Die Bogenlänge der Lenmiskate r^ = 2 c- cos 2 iJ' zu bestimmen. 
Mit Hilfe von —^ = _^'''^^".?* folgt 

^\d9) C052Ö-' 
dahej- 

^ '^ J ]/cOB 3 J |/l - a ainä # 

Dieser Ausdruck erinnert an die Normali'orm 
Jl/l-i'"i»'» 
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Bogenlänge der Zissoide und der Lemniskate. 283 

des elliptischen Integrals erster Gattung (vgl. Regel 7, S, 210), jedoch 
muß bei dieser < ft^ < 1 sein, während nun fc^ = 2 ist. Um die wirk- 
liche Normalform herBustellen ist in (1) durcli die Substitution 2 sin^ & 
= sm^ip eine neue Veränderliche einzuführen, und zwar ist diese Sub- 
stitution erlaubt, so lange |sinq[i| — \y2sin.^\^l oder jsinfl-,^-|--5-"i/2 
ist. Diese Ungleichung ist aber für alle Punkte der Lemuiakate erfüllt, 
denn im ersten Quadranten entsprechen reelle Kurvenpunkte nur solchen 
Polarwinkeln, die im Interyall 0^*^45'* liegen, und in diesem Inter- 
vall ist ^ sin# ^ 4- |-y2. Auch in den übrigen Quadranten ist für 
reelle Kurvenpunkte stets j sin # | ^ + | y2 . 
Durch die Substitution 
2sin^* = 8in-. 
geht aus (1) die Gleichung 



heiTOr; insbesondere für den von bis S-^ bzw. bis 

Bogen der Lemniskate erhält man das elliptische Integral erster Gattung 

(8) s = »f-=if.,--or(if,), 

j 1/1— ism> Vya / 

das nur durch Entwicklung in eine unendliche Reihe berechnet werden 
kann. Es gelten in dieser Hinsicht dieselben Bemerkungen wie bei dem 
eUiptiscben Integral zweiter Gattung für die Bogenlänge einer Ellipse 
{vgl. Aufg. 10, S.277f.). Wir verzichten darauf, diese Reihenentwicklung 
hier zu geben, zumal dies in Aufg, 5, S. 216 bei dem allgemeinen Inte- 
gral FQi, if>) geschehen ist; übrigens wird in der folgenden Aufgabe der 
Umfang der ganzen Lemniskate berechnet. 

18. Den Umfang eines der n unter sieb Itongruenten Blätter, aus 
denen die Sinusspirale 
(1) r™= fl"cos«i'J- 

besteht, zu berechnen (vgl. S. 254). 

Der halbe Umfang |-m desjenigen Blattes der Kurve, das die in der 
Riehtimg •9' = verlaufende Polaraehse zur Symmetrielinie hat, wird 
durch die Punkte %■ — (}, r = a und ^ = :, -, *' = begrenzt: man 
hat somit 



(^) v'^V'-'+di)'« 
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284 § 1.7. Berechnung der Bogenlänge von Kurven (Rektifikation). 

Mit Hilfe von 

dr_^_ ajin_«9^ 

C03 " II.» 

folgt 

(3) Y M = ra 1 coa'^ nd' dd-, 
woraus durcli die SubstitutioE nd- = cp die Formel 

(4) T"^l" Z*^"^ " 9^<P 



hervorgeht. Dieses Integi'al läßt sich durch Gammafirnktionen 
drücken, denn nach Aufs. 10, S, 243 ist 



(ö) /-'•'■'P<'l'-''-^^- + iy-Ti^y 

wobei J». + 1 > sein muß. In dem Integral (4) ist jb + 1 = — , 
daher wird 

(6) 1 , . r(iV)r(i) ^> 1,^ r(-,V) 

wofür nacli Anfg. 5, S. 241 auch 

gesetzt werden kann. 

Insbesondere für die Lemnishxte 

»■^=2c^cos2«- (ß' = 2c^ w = 2) 
ergibt sich 

.)^r(i)r(f) =)/2 ,-r(i) 

»--2 rO" ■2""'^ r({) 

Da die Lemnisbate aus zwei Blättern besteht, wird ihr gesamter Um- 
fang L gleich 2ti. Nun ist nach Aufg. 7, S. 241 

r(ar(-D-.4,-«V2, 

daher 

(s) ...Will-. 
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Bei Berechnung von r(-j) mit Hilfe der Tafel S. 245 hat roan die 
Formel r{i) = 4r(f) (vgl. Aufg, 4, S. 240) au benutzen und findet als- 
dann r({) = 4 ■ 0,90640, daher 

i = lil;M«^^ = ,. 7,41630. 

Übrigens ergibt sich nun leicht ein Zusammenhang Kwiscben dem 
vollständigen elliptischen Integral erster Gattung ff (Vg) (vgl. Kegel 7, 
S. 210) und dem Ausdruck r(^). Deun nach Aufg. 17 ist die Bogen- 
länge \L eines Quadranten der Lemniskate: 



daher folgt 

19. Ist B der eine Endpunkt der kleinen Achse einer Ellipse, Ä der 
eine Endpunkt der großen Achse und sind T^, 7.\ zwei solche Punkte des 
durch li und A begrenzten Yiertelumfangs der Kurve, daß ihre Nor- 
malen vom Mittelpunkt der EUipae einen und denselben Abstand p^ 
haben, so gilt für die Bogen BTi und T^A die einfache Beziehung 

(1) BT^-T^A^p,. 

Wahrend die Länge eines beliebigen Ellipsenbogens nicht durch 
eine mit Zirkel und Lineal konstrnierbare Strecke dargestellt werden 
kann (denn die Berechnung dieser Länge führt ja auf ein elliptisches 
Integral), ist also eine derartige Konstruktion bei der Differenz gewisser 
ElUpsenbogen möglich. Die Beziehung (1) ist zu beweisen. 

Der Abstand p der im Punkt a; = a cos i, j/ = Ö sin i gezogenen 
Normale der Ellipse vom Mittelpunkt der Kurve ist (vgl. Teil I, S. 123) 

(^' '-W^^S^v («'-«■-»')■ 

Die Parameter t von solchen Punkten der Kurve, deren Normalen von 
gleichen Abstand p haben, müssen daher die Gleichung 

(3) cos* t - --J^' cos^ ; + "y - 

erfüllen. Wird diese Gleichung als quadratische Gleichung für cos^f 
aufgefaßt und beachtet man, daß für alle Punkte eines und desselben 
Quadranten der Kurve cosi dasselbe Vorzeichen hat, so ist ersichtlich, 
daß es auf jedem Quadranten der Ellipse sti:ei Punkte P,, Pg gibt, deren 
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Normalen von mn die gleiche Strecke p entfernt sind. So lange 
p^a-h iä% sind diese Punkte reeU (vgl. Teil I, S. 51 f. und 123); im 
folgenden möge dies vorausgesetzt werden. Die Parameter dieser Punkte 
seien (j und t^; alsdann folgt ans (3): 

(4) cos^ i^ + cos^ t^ = 5" - , cos^ t^ cos" t^ = - 4- 

und hieraus geht nach Elimination von p die Gleichung 

(ö) a' (cos^ ij 4- cos- 1^) ■— a- -\- c^ cos^ t^ cos^ t^ 

hervor, die auch durch 

(6) ■— — ya" — c^ cos^ t^ oder ' = Ya^ — c^ cos^ t^ 

ersetzt werden kann. Übrigens laßt sieh die Beziehung, die zwischen 
den Parametern zweier Funkte P^, P^ von der angegebenen Beschaffen- 
heit stattfindet, auch in der einfachen Gestalt 

tg^ t^ ■ tg" l^^h^: a- 

schreiben. Die Wurzeln in (6) haben das Pluszeichen zu erhalten, wenn 
man sieh, wie im folgenden geschehen soR, auf Punkte des ersten 
Quadranten beschränkt. Durch Differentiation von (5) ergibt sich 

- dt^ — ■— ■ ■" dtj^ = <? - ä (cos ij cos t^) 

oder mit Kücksicht auf (6): 

(7) — "[/d- — c- cos^i, dty — "j/«^— c^ cos^^adfj = — (^(eosij cnst^. 

Geht man von dieser Gleichung zwischen Differentialen zu der ent- 
sprechenden Gleichung zwischen den Integralen über und erstreckt man 
die Integration beim ersten Glied der linken Seite von i, = 6^ bis t^ — t^, 
so müssen beim zweiten Glied die Grenzen der Integration solche Werte 
ij^Oj, #2 = ^2 sein, daß die Wertepaare öj, e^ und t^, t^ dieselbe Glei- 
chung (5) erfüllen wie das Wertepaar i^, if^. 

Insbesondere gehört zu 6^ = jjt der "Wei-t 6^ == 0, denn 6, = \^ ist 
der Parameter des Scheitels B der Nebenachse der Ellipse, dessen Nor- 
male von den Abstand p = hat; außer B ist aber der Endpunkt Ä 
der Hauptachse der einzige Punkt des ersten Quadranten, dessen Nor- 
male gleichfalls durch geht und ß^^-O ist der zn A gehörige Para- 
meter, Auch die aus (4) folgende Gleichung cos^ffj+ cos^62=(c^+y^):c^ 
ergibt dies sofort für ffj = ^si und p — 0. 
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Mit fli = ^3E und ös"=0 als unteren lategrationsgrenzea folgt ans (7) 

(8) — / y«^ ~ c^ cos^ t^ dt^ — j yä^— c^ cos^ t^ dt^ 

= — cos ij C08 t^ i" ^ — — cos T^ cos Tg , 

wobei der Yerabredutig entsprechend t^ ;ind Tg dem Intörvalle von 
bis -^jt angehören. 

Es seien nun T^ und T^ die zu den Parametern i^ und r^ gehörigen 
Kurvenpunkte des ersten Quadranten, deren Normalen vom Mittelpunkt 
der Ellipse ^xm dieselbe Strecke ^, entfernt sind. Alsdann stellt 

— / "[/«^— c^ 0,05^1 ydty=^-\- I Ya^ — <? eos^;^(?fj 

die Länge des Bogens Wl!^ dar, während das andere in (8) auftretende 
Integral gleich der Bogenlänge T^A ist; der Ausdruck — costj costg 
ist, wie ans der zweiten Gleichiuig (4) folgt, gleich ^j. So wird dem- 
nach (8) gleichbedeutend mit: 

(9) BT,-'I\Ä^p,. 

Der eine der beiden Punkte T^, T^ (z. B. T^) kann willkürlich auf 
dem ersten Quadranten gewählt werden; der andere (T^) ist derjenige 
Punkt dieses Quadranten, dessen Normale Tom Mittelpunkt der Ellipse 
um dieselbe Strecke p^ entfernt ist wie die Normale des zuerst gewählten 
Punktes. 

Die rechte Seite der Gleichung (9) kann noch in eine andere Ge- 
stalt gebracht werden. Wird nämlich j), = — cos t^ cos t^ mit a^ er- 
weitert und bezeichnet man mit x^ und x^ die Abszissen a cos Tj , a cos t^ 
von T-^ und Tg, so folgt 
(10) BI\- l\,A^--^p-, 

wobei s ^ c:a die numerische Exzentrizität der Ellipse bedeutet, ^) 

Auf jedem Quadranten der Kurve gibt es emen Punkt T, dessen 
Normale vom Mittelpunkt einen maximalen Abstand a — i hat; der 

1) Die Formel (10) liat zaerat G. di Fagnano ira Jahre 1716 bewiesen. 
Tgl. Opere matematiche del masrclieBe Giulio Carlo de' Toschi di Fagnano, 
hrsg. von V. Volterra, G, Loria, D. Gambioli, Bd. 3, Mailand-Rom-Neapel 
1911, S. 28a. 
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288 § II. Berechmiiig der Bogenlänge von Kurven (Rektifikation). 

ihm im Sinn der vorstehenden Betrachtungen entsprechende Punkt fällt 
mit T selbst zusammen (vgl. Teil I, S. 52 und 123, wo die Koordinaten 
von T angegeben sind). Für diesen Punkt 2' tritt an Stelle von (9) und 

(10) die Gleichung 

(11) BT-TA = n-l. 

Sind S^, Sg zwei Ellipsenpunkte, deren Normalen von um die 
Strecke p^ entfernt sind, so ist nach (9) 

(12) BS^-S,_Ä=p„ 

und durch Subtraktion von (9) und (12) folgt 

BT^ - BS, - il\Ä-S^A) = p,-p„ 
oder 

(13) Si 'I\ — 1\ S^ -=!>,— p„, 
wofür auch 

(14) S^T„_-T,S^ = p^-p„ 

geschrieben werden kann. 

20. Gelangt man bei Berechnung der Bogenlänge P-, Pj der Kurve 
y = f{x) zu dem Ergebnis 

(1) s-[f(^>]2, 

BO ist die zwischen zwei Punkten mit denselben Abszissen x, und x^ 
gemessene Bogenlänge s^ der Kurve 

(2) ,j-af{x) + ya'"^'i,p{x) 
durch 

(3) s,-[u,,(x) + Vä'~inx)J- 

gegeben. Dies soll bewiesen werden.^) 
Für die zweite Kurve wird 

w (ä) - 1 +(2) -i+«rw+(«'-i)?.'(«)H2oi/?^rwf'w, 

für die erste 

daher ist 1 = ip' (x)^ — f (xy und durch Einsetzen dieses Ausdrucks 
an Stelle von 1 in die rechte Seite der Gleichung (4) erhält man 

und hieraus die Gleichung (ß). 

1) Vgl. 0, Schlörailch, Zeitschrift für Matkematik und Physik, Bd, 15 
(1870), S. 215. 
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21. Wird in jedem Punkt P der duieh die Param et erdar Stellung 
X -= <p{i), y = ij<{t) gegebenen Kurve h die Normale errichtet, und auf 
ihr von P aus nach beiden Seiten eine Strecke von der konstanten 
Länge l abgetragen, so eifüllen die äußeren Endpunkte dieser Strecken 
eine äußere, die inneren Endpunkte eine innere ParaMellMrve. Die Para- 
meterdarstellnng für die ParaUelkurTe ist (Teil I, 9. 53): 

Es sei nun s ein durch die Punkte P^, P^ begrenzter Bogen der Kurve k, 
sei die Länge des durch die Normalen von P^ und P^ begrenzten 
Bogens der äußeren oder inneren Parallelkurve; ferner sei y das Bogen- 
maß des von den Normalen in ikrem Schnittpunkt G gebildeten Winkels 
P^OP^. Alsdann findet die Beziehung statt 



(2) 
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Bezeichnet nun « den Winkel, den die in irgend einem Punkt P 
der Kurve h gezogene Taugente mit der positiven Richtung der a:- Achse 
einschließt, so ist (vgl. auch Teil I, Aufg. 25, S. 162); 

1^ = to- K = -'''' a = arc te -■■■ — = y> " — Vq'" _ 
dx " efi' ' ° f' ' dt ep"' + i|i'* 

Mit Rücksicht hiei*auf geht aus (3) die Gleichung 

=^s ±lj d(y. = s±l arc {a^ - «,) 

hervor, in der das Zeichen arc das Bogenmaß der Differenz der Winkel 
«2 und «^ andeutet, den die in P^ und P^ gezogenen Tangenten der 
Kurve fc mit der positiven Richtung der a;-Ächse einschließen. Der 
Winkel k^ — «^ ist aber gleich dem Winkel PjOP^ der beiden Normalen. 
22. Ist qD(t[,ii)==0 die Gleichung einer Kurve h in Linienkoc^di' 
naten (vgl. Teil I, S. 178), so gilt für die Länge eines Bogens s^ der zu 
dieser Kurve mit bezug auf den Koordinatenanfang als Pol gehörigen 
FußpunktkuiTe die Formel 
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290 S i"!- Bei'oelmuiig dei- Bogenlänge von Kurven (Rektifikation). 

Zum Beweis sei OF^^r die Länge des Lotes, das man von auf 
die in irgend einem Punkte P der Kurre k gezogene Tangente fällen 
kann; & sei der Winkel, den dieses Lot mit der po- 
sitiven Richtung der a;- Achse bildet (i'ig. 02). Als- 
dann ist nach Regel 3, S. 268 f. 

äs, = Yr^dW^dr^ 
der Ausdruck für das Bogendifferential der Fuß- 
punktkurve. 

Die zur Tangente von P gehörigen Liiiienkoordinaten m, v sind 
(vgl. Teil I, S. 178) die negativen reziproken Werte der Länge der Stücke, 
die diese Tangente auf den Koordinatenachsen alaschneidet; daher ist 



du~ + dv^ ■ 






Mit Hilfe von m* -f o^ = 1 : r^ folgt hieraus die zum Beweis vorgelegte 
Formeh'-) 

23. Der Zusammenhang zwischen den rechtwinkligen Koordinaten 
X, y, z eines im Räume gelegenen Punktes P und seinen räumlichen Polar- 
koordiiiaten r, ^, & wird bekanntlich durch die Gleichungen 
(1) X ^ r sin i/i cos it, y — v sin i^ sin *, z = r cos i^ 

vermittelt, in denen r die Länge des Radiusvektors von P bezeichnet. 
Der Winkel i^ hat die analoge Bedeutung wie die geographische Länge 
eines auf der Erdkugel gelegenen Ortes, er kann 
also, je nach der Lage des Punktes P, alle Werte 
von 0" bis 360* annehmen; dabei liegt der Null- 
meridian in der a^.?-Ebene (Fig. 63). Der Winkel 
' ^ bezeichnet den auf dem Meridian von P ge- 
messenen Abstand iVP vom Nordpol N, durch 
den die s-Achse hindurchgeht; daher möge ^ die 
Poldistanz genannt werden. Dieser Winkel kann 
üUe Werte von 0" bis 180" annehmen. 

Man soU nun zeigen, daß die BogenUiuge 
einer auf der Kugel r = a gelegenen und durch 
ij! = [{%-) dargestellten Kurve durch 

(2) ., - a/']/sin>*T(gj'» _ „fy^tf^JVl di, 



1) Vgl. A. Traaaon, Nouvelles Annales de Mathematiqu 
(1868), S. 192; G. Fouret ebenda, S. 516 — 510. 
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Setzt man in den Gleichimgen (1) r ^ a und denkt man aicli 
^ = f(Q''j in (1) eingetragen, so sind x, y, z Funlitionen von %■; nach 
Regel 4 und B, S. 269 wird alsdann 

Uw \m) "^ \d!dj ' WW ' 
und zwar findet man iiierfür 

24. Wird ein Punkt P{x, y, s) einer beliebigen Fläche mit zwei 
benachbarten Punkten R und S durch Bogenelemente ds bzw. dö ver- 
bunden und sind x + dx, y + dy, m + ds bzw. x + Sx, y 4- Sy, e + ds 
die Koordinaten von R bzw. S, so besteht für den Winkel a, den die 
beiden Fortschreitungsrichtungen FR und PS miteinander büden, die 
Formel') 

,,. _ dxäa: + dy 3y + ds 3s dxSx + dyi' y + de Sz 

^ ^ ~ j/rfa:' + dy^ + djsVFx^-f äy^+fi^ dsäs 

Mit Hilfe dieser Formel soll gezeigt werden, daß auf einer Kugel 
diejenige Kurve, die, von dem beliebig gewählten Punkte F„ der Kugel 
ausgehend, alle Breitenkreise unter konstantem Winkel k schneidet, die 
Gleichung hat 
(2) Intg-i-i^ — lßtg^^^ = - (p' — »a)igc<. 

Hierbei haben i[> und ■&, analog ^^ und *„, die in Aufg. 23 angegebene 
Bedeutung. Man nennt diese Kurven Loxodromen.^ 

Ist r ^ a der Radius der Kugel, ds = PS. das Bogenelement der 
Loxodrome, ds = PS das Bogenelement des durch P gehenden Breiten- 
kreises, für dessen Punkte tp konstant, also Öi^ — ist, so hat man nach 
Aufg. 23: 

dx = a cos ip cos & dip — a sin ^ji sin d- d&, dx = — a sin t/j sin & (!&, 
dy = acoBii! sin d' d^ -\- a sin ip coa d- dd- , öy ^^asin-ipcos&öd', 

ds ' asin^jd-tl^, ds = 0, 

ds ^ aysm^ipdif^ + dip'^, ds = a sini/iÄö'. 



1) Diese Formel ist leicht 1 



's - 



— - = (^ und -=-- =^ ';i', -ir- ^ 1', -,- ^ »' die Bichtungskosinus der Eichtuagen 
ds os OS OS 

PiJ Tind PS, Eo gilt für den Kosinus des durch ds und &s gebildeten Winkels 
bekanntlich die Gleichung cos a =^ ■/.■/.' + 11' + Jijt'- 

3) Vom griechischen J.o|ds, schief, und äedjios, Lauf. 
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g n. Berechnung der Bogenlimge von Kurven (Rektifikation 


Dabei 


L- wird nach (1): 


oder 


a'-sm^ipd9S9 sm*dO 


o' öin-tü t/3mäT|id8''4-^^'^'* Y^n^'^d^'+'d-: 


(4) 


.f* -±tg.«. 



Bezüglich der beiden Vorzeiebeu der recbten Seite dieser Gleicbiiug 
ist folgendes zu bemerken. Von einem Punkte P aus kann man auf 
dem durch P gehenden Breitenkreis in zwei Richtungen fortschreiten, im 
Sinne der wachsenden oder im Sinne der abnehmenden geographischen 
Länge •&. Ist a der Winkel, den die Fortscbreitungsrichtung auf der 
Losodrome mit der auf dem Breitenkreis markierten Richtung der 
wachsenden •& bildet und wird der Winkel a von dieser Richtung aus, 
die sich nach Osten erstrecken möge, in dem der Bewegung eines Uhr- 
zeigers entgegengesetzten Sinne gemessen, so ist in (4) rechts das Minus- 
zeichen zu setzen, während die Quadratwurzel in (3) das Pluszeichen zu 
erhalten hat. Durch Integration von (4) ergibt sieh alsdann nach Aufg. 58, 
S. 94 die Gleichung (2). 

25. Es ist zu zeigen, daß bei der soeben für die Vorzeichen ge- 
troffenen Verabredung die Bogenlänge der Loxodrome gegeben ist durch 

(1) «--,!",;*"*•)■ 

Nach Aufg. 2;i ist 

woraus mit Rücksicht auf (^4) in Aufg. 24 die Gleichung- 

(2) s = + -J~^ j d^^± ^^ ^ (^3 - -4,^) 

hervorgeht. 

Soll 3 stets positiv sein, so ist in (1) das Minuszeichen z« setzen, 
denn man kann sich leicht überzeugen, daß sin a und diii stets entgegen- 
gesetzte Vorzeichen haben; dabei wird natürlich angenommen, daß man 
die Loxodrome vom Punkte P^ nach Pj hin durchläuft. 

Auch die Meridiane und Breitenkreise sind Losodtomen; von diesen 
zwei besonderen Fallen abgesehen sind die Loxodromen transzendente 
Kurven, die sich asymptotisch den Polen der Kugel nähern. Sie sind 
übrigens im allg^neinen keineswegs kürzeste Linien auf der Kugel, denn 
solche Linien sind die größten Kreise; also nur der Äquator und die 
Meridiane sind zugleich Loxodromen und kürzeste Linien, 
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Betrachten wir z. B. den Unterschied zwischen der Bogenlänge der 
Losodrome, die Pemambuco in Brasilien mit Lissabon verbindet und 
der Länge des durch diese Orte gelegten Bogens des größten Kreises. 

Die geographische Länge von Pemambuco (Pj) ist 9'^ =325" 8' östl.L. 
Ton Greenwich, die geographische Breite 8*3' südl., daher i^^ — 98''3'; 
für Lissabon (Pg) ist 'Ö'g-- 350*' 49', die geographische Breite 38''42' nördi., 
daher i('a = 51«18'. Mit Hilfe von 

Intg^i/'g— In tgJ-»^,= 2,30259 (log tg|i;-a— log tg-|-if,) = — (3-2-^iHga 

(vgl. (2) in Aufg. 24, S. 291) findet man für den Winkel k, unter dem 
die Loxodrome PiPg die Breitenkreise schneidet, den Betrag 62°52'; 
die zugehörige Bogenlänge wird nach (1): 
s - 0,9169 a, 

wo (Z = 6370300 m die Länge des Erdradius bedeutet. 

Die Bogenlänge l des durch P^ und Pj gelegten Bogens des größten 
Kreises findet man nach einer Formel der Bphäriechen Trigonometrie 
gleich 0,9163 a. Der Unterschied der Bogenlängen s und l des Beispiels 
beträgt nur 0,0006 a, also rund 3800 Meter, das sind etwa ^^^^ 7o ^^''^ 
kürzesten auf der Kugel gemessenen Entfernung l der beiden Orte. 

Der Untei'schied der auf der Loxodrome gemessenen Bogenlänge s 
und der Bogenlänge l auf dem größten Kreis ist wesentlich größer, wenn 
bei großem Längenunterschied die beiden Orte in höheren Breiten der- 
selben Halbkugel Hegen. So ist z. B. für die Orte Kapstadt (d-, - 18" 29', 
^1 = 123" 56') und Melbourne (»^ = 145°, i^^ = 127 "50') 
5=1,7868 = 11382 km, 
;= 1,6182 « = 10308 km; 

der Unterschied beträgt hier 10,4 % der kürzesten auf der Kugel ge- 
messenen Entfernung l. 

Die beiden Beispiele zeigen, daß der Unterschied in der Länge des 
Weges bei der Seefahrt auf der Loxodrome oder bei der Fahrt auf dem 
größten Kreise (der sogenannten ortlioä/romischen Seefahrt) in manchen 
Fällen kaum in Betracht kommt, in anderen FäUen ziemlich groß ist. 

In der modernen Seefahrtskunst wird eine Berücksichtigung des 
orthodromi sehen tmd loxodro mischen Kurses bevorzugt, indem man 
beide ineinandergreifen laßt. Wir wollen nicht versäumen, bei dieser 
Gelegenheit auf die Bedeutung der Loxodromen für die Herstellung geo- 
graphischer Karten hinzuweisen. Der Geograph Gerhard Mereator 
(eigentlich Kremer, 1512 — 1594) hatte sich die Aufgabe gestellt, eine 
ebene Abbildung der Erdoberfläche anzufertigen, bei der den Loxo- 
dromen gerade Linien entsprechen. Auf einer solchen Karte „in Mer- 
cators Projektion" (Seekarte) kann man den zwei Orte verbindenden 
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Schiffskurs als gerade Linie eiiizeiciiiien, und der Steuennann des Schiffes 
hat nun den Vorteil hei der Fahrt denselben Kompasstrich einhalten zu 
können. Diese Abbildung wird durch die Gleichungen 

(3) I =- arc », 7? = — hl tg I (/. 
vermittelt, vermöge deren der Loxodrome 

(4) In tg 1 1/- - In ig I T/.'o = — (^^ - 0-^) ig a 
(Tgl. (2) in Aufg. 24, S. 291) die Gerade 

(5) n-rt, = {i^l,)iga 

in einem System von rechtwinkligen Parallelkoordiuaten |, jj entspricht. 

Die Abbildung (3) hat überdies den Vorzug l:onf<»-in oder winhd- 

hm zu sein, d. h. einei' auf der ursprünglichen Fläche gelegenen Figur 

ji F entspricht in der Abbildung eine Figur F^, 

J— ^^^ die F ähnlich wird, wenn die Dimensionen von 

rL ^\, F nach Null streben, i} Den Breitenkreisen 

/ :'^\ \ entsprechen parallele tferaden; die Polar gegen- 

/ ii ^\^ \ den sind in der Abbildnng sehr ausgedehnt, 

/ 1] \.\ denn für geringe Poldistanzen ^ wird tj sehr 

I ,^ "^^'^ '^ groß, für ifi = wird t; = oo. Die Pole sind 

i /' '_^^1-^^'^-^^^'''^ AuBuahmestellen, an denen eine winkeltreue 

f/ Abbildung nicht mehr vorhanden ist. 

^' ' 26. Die Schnittkurve einer Kugel mit 

einem Kreis/,yliiuler, der einen Kugelradius OA — a zum Durchmesser 
seiner Basis hat, ist durch die Gleichungen 

^^ + y^ H" ^'^ — fl^ = und x^ -{- y- — ax — 

der Kugel und des Zylinders bestimmt (Fig. 64). Bei Benutzung räum- 
licher Polarkoordinaten (vgl.Aufg.23, S.290) ergibt sich für die Sehnitt- 
kurve die Parameterdarstellung 

x = asin^ip, y = asmiimosip, s^aaosip. 

Man soH nun die Länge des im ersten Kugeloktanteu gelegenen 
Teils der Schuittkurve berechnen. 

1) Für d&B nähere Studium der kouformeu Abbildnng der Kugel aut die 
Ebene verweiaen wir auf G. Scheffers, Anwendung der Differential- und Inte- 
gralrechnung auf Geometrie, 2, Bd. Einftilirung in die Theorie der Flächen, 
Leipaig "1902, S, 75—89; auch die flächentreue Abbildung der Rotationsüäclieu 
wird daselbst (S. 40—5:1) ausführlich behandelt und ebenso wie die konforme Ab- 
bildung insbesondere für den Fall der Erdkugel duicli zahlreiche interessante 
Figuren vor Augen geführt. 
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Mit ßücksiclit auf x^ + y^ — ax = findet nach Gleichung (1) in 
Aufg. 23, S. 290 zwischen il> und & die Beziehung sin^ i^ = cos^ & statt, 
yermÖge deren man nach Gloichung (2) in Aufg. 23, S, 290 

erhält. Hierfür kann auch 

s = a 1/2" J Vl"-^Binä~# ^^ 

gesetzt werden, man hat daher das schon früher (Aufg. 10, S. 277 f.) be- 
handelte ToUetändige Integral zweiter Gattung. 



§18. 

Tolumen und 0])eriäclie von Rotationskörpern. 

1, Dreht sieh die Kurve y ■= f[x) um die x-Achse, so entsteht eine 
Bütaiionsfläche. Durch cUese Fläche und durch die zwei zur Achse recht- 
winkligen Ebenen ic =^ % und x — sc^ wird ein Eotationshörper begrenzt, 
dessen Volumen durch 



(1) ''-='/!/' 



dx. 



gegeben ist. Hierbei sei y = f(x) eine in dem Intervall von X-^ bis x^ 

einschließlich der Grenzen eindeutige, endliche und stetige Funktion. 

2. Der Mantel dieses Rotationskörpers hat den Flächeninhalt 



Ist die trleichnng der rotierenden Kurve von der Form 3/^ = q 
so schreibt man den Ausdruck für zweckmäßiger in der Gestalt 

(3) 0-2»J'[/,/+(!,||)'<i». 



1. Volumen und Mantel des Körpers zu berechnen, der aus einem 
Botatmtsparäbohid durcli zwei zu dessen Achse rechtwinklige Ebenen 
herauBge schnitten wird. 
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Ist ^^ = px die Gleiehung der das Paraboloid durch Rotatioa um 
die 3;-Äclise erzeugenden Parabel und sind x ~ Xj^, x — x^ die Glei- 
chungen der Schnittebenen, so wird 

F = ^Jpxdx = jpn{x^^ ~%^>i 

= 2!tjYp^~+if<i^ = ^xyp l(x + {^) * J^; 

Der Ausdruck für läßt sich noch in eine andere Gestalt von be- 
merkenswerter Einfachheit bringen. Führt man nämlioh wie in Aufg, 8, 
S. 275 durch die Substitution 

— = ^^ = ©in M 

hyperbolische Funktionen ein, so wird 

0=1 p'^J'@m u i^o\-udu = -^g" { liDi^ w, - (£1)1^ M, I , 

Hierfür kann auith 

gesetzt werden, wo pj und p^ die Längen der den Punkten F, und P^ zu- 
gehörigen Krümmungsradien bezeichnen, denn ein beliebiger Punkt der 
Parabel hat den Krümmungsradius 

p =- jpi&o\^u. 
Bezogen auf ein System von Polarkoordinaten r, ö-, das den Brenn- 
punkt F der Parabel zum Pol, ihre Achse zur Polarachse hat, ist nämlich 



die Gleichung der Parabel. Ferner findet man für die Lunge des Krüm- 
mungsradius p eines beliebigen Parabelpunktes P 
den Ausdruck 

p -= 2r : cos;(, 

wo -j^ den Winkel zwischen dem Brennstrahl FP 
und der Normale PJV" Ton P bedeutet (Fig. 65). 
Da nun bei der Parabel der Brennstrahl FP und 
die durch P parallel znr Achse gezogene Gerade 
gegen die Tangente TP von P unter gleichem Winkel « = 90" — % ge- 
neigt sind, ist auch ■^TPF^a und wie schon in Aufg. 8, S. 276 be- 
merkt wurde, sin k -= 1 : iSo| u. So folgt 

P=---- = -.^''- = 2»-Sd(m, 
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und mit Benutzung tod 

P ^ _ _P ^ 2'_ 

2(1-008*) a(l-ccB2ßj 4sin=« 

ergibt sich die Torhiu erwähnte Formel 

p = -ä-p'SoPi( sowie = -|p«(93 — pj), 

2. Die Oberfläche der Zone zu berechnen, die aus einem Bßtations- 
eUipsoid durch zwei zur Achse rechtwinklige Ebenen herausgeschnitten 
wird, und zwar unterscheide man zwei FäUe, je nachdem das Ellipsoid 
durch Rotation einer EUipse um ihre große Achse (längliches Botationa- 
ellipsoid) oder um die kleine Achse (abgeplattetes Rotationsellipsoid 
oder Sphaeroid) entstanden ist. 

a) Ist f^ + fl- = 1 die Gleiehuug der EUipse und a>h, so folgt 
im ersten Fall bei Änwendimg der Foniiel (3), S. 29ö: 

^ —^- j "[/a* — (o^ — h^) x^ dx, 

und bei Einführung der numerischen Exzentrizität c ='\/a^ — V^:a wird 

^^''J-jy^'-E^^dx = ^[a;V«^-- £^:? + "' iire sin 'J' 

Die Oberfläche E des ganzen EUipsoids ergibt sich für x^ — ^ a^ 
x^ ~ «, und zwar erhält man 

Z= '^-^^ Uya^—'sV + " arcsine | = 2^6 | ö + y are sin e [ ■ 

Bei Einführung eines Winkels y durch sin ^^ = e und h : a = cos y wird 

E = 2fl63t (cosT' + • , ) ■ 

b) Kotiert dieselbe Ellipse um die i/-Achse, ao entsteht ein Sphae- 
roidj dessen Zone mit Hilfe von 

zu berechnen ist. Man findet bei Einführung der linearen Exzentrizität 
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Die Oberfläche S des ganaea Sphaeroids ergibt sicli für y^ ^ — h, 
y^ — b, und zwar erhält man 

S=27ta \yh^ + c^+ -^-la '—^-—^- . 



a+ In^^ 



Diese Formel geht bei EinfLlkrung von f Termöge siny = c : a, 
cos y ^b : a über in 

3. Welche Form muß eine vertikale Säule von kreisßr^nigem Quer- 
schnitt haben, wenn unter Berücksichtigung ihres Eigengewichts und 
einer am oberen Eni^e aufgelegten Last P jede Flächeneinheit eines 
Jeden wagreehten Querschnitts gleich stark auf Drueh beansprucht werden 
soU (Sänle von gleichem Widerstand)? 

Man betrachte die Säule als einen Rotationskörper und lege durch 
ihre Achse eine Ebene (a:j/-Ebene), die die Säule in zwei Meridiankurven 
trifft; die Säulenachse werde als j/-Ächse gewählt, eine wagrechte Ge- 
rade, die durch die Mitte der die Säule am oberen Ende begrenzenden 
Kreisfläche geht, als a^-Achse. Es wird nun gefordert, daß in jedem 
wagreehten Querschnitt der Druck für je eine Flächeneinheit denselben 
Wert Iz habe. 

Ein wagrechter Schnitt, der im Abstaud y unter dem oberen Ende 
durch die Säule gelegt wird, hat den F^cheninhalt x^at, erleidet daher 
den Druck hx^%. Da dieser Druck durch das Gewicht P der aufgeleg- 
ten Last und das Gewicht Q des über dem Querschnitt befindlichen 
Teiles der Säule verursacht wird, hat man die Gleichung 

aus der durch Differentiation 21i,x%dx = dQ hervorgeht, wobei 

dQ ~ x^Ttdy ■ y 

ist, wenn y das Gewicht der Volume in hei t des homogen angenommenen 
Silulenmaterials bezeichnet. Aus der Gleichung 

'ihxTtdx = x^itydy 

folgt m.111 ydy = " dx und durch Integration 

yy = ä/clua: + G. 

Die Integrationskon staute C erhält man bei Anwendung dieser Glei- 
chung auf den obersten Säulenqnerschnitt, der den Radius x^^ haben 
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möge; für iiin ist y = 0, somit 2h\nx^, -\- C = 0. Die Meridiankurve 
der Säule (Fig. 66) hat daher die Gleichung 



v; = — Inf-— j oder x^x^e^''. 



Der Radius aij der Säulenbasis ergibt sieh hieraus für y = 1, wenn 
l die Höhe der Säule bezeichnet; femer folgt x^ aus hx^^ = P. 

Bei Eiufülu-ung der Flächeninhalte F = x^x und F^, = «„^it der zu 
den Radien x und x^ gehörigen Querschnitte folgt aus der Gleichung 
der Meridiankurve: 

F^F^'. 



In ähnlicher Weise würde man die Gestalt eines Rotationskörpers 
bestimmen, bei dem die Zugspannung in jedem Querschnitt 
dieselbe sein soll, während das obere Ende des Körpers be- 
festigt oder aufgehängt ist (Schach tgestänge eines Berg- 
werks).^) 

Da die Herstellung einer Säuie oder Stange von der 
vorhin berechneten Gestalt schwierig sein würde, setzt man ^"s. ^e. 
meistens einige zylindrische oder prismatisebe Stücke Kusammen, deren 
Querschnitte F^, F.^, ... man nach der Formel 



-i^a 



(i=l,2,. 



.) 



berechnet. Es sei z. B. folgende Aufgabe gestellt: 

4. Ein Brückenpfeiler von 12 m Höhe, der außer seinem eigenen 
Gewicht noch eine Last von 90000 kg zu tragen hat, soll aus vier gleich 
hohen zylindrischen Stücken zusammengesetzt werden. Wie groß müssen 
die Querschnitte dieser Stücke sein, wenn das Gewicht y der Voluniein- 
heit des Baumaterials gleich 2,5 kg/cdm ist und die zulässige Druck- 
spannung 30 kg/qem beträgt? Die Flächeninhalte der Querechnitte 
sollen in qdm angegeben werden. 

Hier ist l — 120 dm, h = 3000 kg/qdm. Der oberste Querschnitt 
Fo folgt aus F„ ■ 3000 = 90000, nämlich F^ - 30 qdm; für die folgen- 
den findet man F^ = 30,759 qdm, F^ = 31,538 qdm, F^ = 32,337 qdm, 
fui die Basis T^j = 33,15i qdm 

1) In diesem. ZuBamineuliaiig kann aut die Herstellung verjüngter Drciht- 
ieüp hiageuiEsen werden Diese ^ ei-jüngtmg wird erreicht, indem man entweder 
die Anzahl dei dus Seil bildenden Dräkte ab sotnitta weise verringert oder die 
Draktdicke unter Beibehaltung dei Änzabl der Dräbte abnehmen läßt. Seile der 
letztgenannten Alt die an» GuBetabldraJit von 180 kg/qmm Bmolifestigkeit an- 
gefertigt sind, Vi erden in den über 1000 m tiefen Schäcliten der Silber- und Blei- 
bergwerke in Pnbram in Buhmen benutzt. Vgl, J. Hrabäk, Die Drahtseile, 
Berlm 1902, b. 44, C. Bach, Die Maacliinen-Elemente, 10. Aufl., Leipzig 190«, S.694. 
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5. Das Volumen und die Obei'fiäche des Rotationskörpers zu be- 
stimmen, der dnrck Rotation eines Bogens der Kettenlinie y -^ m So( ( ■ 1 
am die a^-Äehae entsteht. 

Hier wird 

r = m^jrj'eop (J) dx = ^- [m ®m (l) (Joj (-J) + x]^ 

(vgl. Äufg. 16, S. 68), und wenn man beachtet, daß m 'Bin f -] nach 
Aufg. 5, S. 271 gleich der Länge des rotierenden Bogens F^P^ oder 
gleich [V^— »J^] '' ist, ei^ibt sich 

Rotiert insbesondere der sich vom Seheitel S der Kettenlinie (vgl. 
Fig. 33, S. 67) bis zum Punkt P^ erstreckende Bogen s^, so folgt 

Für den Miintel des hei tiotation des Bogens P^Fs entstehenden 
Rotationskörpers ergibt sich 

- 2n; /mEof (^^J dx, somit = ^^- V. 

6. Der zu dem Intervall von i = ois i = 2a gehörige Bogen der 
gmieinen ZyMoidß 

X = a{t — smt), y ^ a{\ ~ cos t) 

rotiert um die iK-Ächse. Wie groß sind Volumen und Oberfläche dieses 
Rotationskörpers? 
Hier wird 

V = a^'x / (1 — finsffdi = ia^% j sin^-^- dt, 

O^Sa^Ttjsm^l dt, 

und wenn man an Stelle von t durch die Substitution t = 2t eine neue 
Veränderliche t einführt, ergibt sich 



F= l&a^Tr.ßm^rd'c, = 16a^ff/sii 
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oder nach Aiifg. 5, S. 74: 

F= 'ä2a^!t j s'm^T är, = Z2a^it j äin^tdr. 
Nach Äufg. 76, S, 99 folgt also 

1. Wie groß iat das Volumen des Rotafcionskörpeca, der entsteht, 
wenn der im ersten Quadranten des Koordinatensystems gelegene Bo- 
gen der Evolute der Ellipse a: = » cos ;, y = b8mi um die x-Aohm 
rotiert? 

Für diese Evolute besteht nach Teil I, S. 156 die Parameterdar- 
steUung 

a: = -eos^i, y == — , sin''i, 

wo c die lineare Exzentrizität "j/d^ — ö^ der Ellipse bedeutet. Man 
erhält 






(vgl. die Fußnote zu Aufg. 3, S. 248), woraus mit Hilfe der Substitution 
i! = 2;r — TT die Formel 



V=- v-, I sin'TCoa^Trir = .^ j [sui't — si.Tr'tjdt 
hervorgeht. Nach Aufg. 76, S. 99 folgt 



8. Schon in § 1, S. 32^34 wurde die Aufgabe behandelt, die Ge- 
stalt der Oberfläche einer Flüssigkeit zu bestimmen, die in einem fest- 
stehenden Gefäß von der Gestalt eines geraden Kreiszylinders rotiert. 
Die Flüssigkeit bildet ein Rotationsparaboloid, dessen Scheitel sich auf 
der Achse des Zylinders im Abstand ^u vom Boden des Gefäßes befindet; 
die Gleichung dieses Paraboloids iat (vgl. S. 33) 
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wo M die konstante Winkelgeschwindigkeit und g die Beschleunigung 
der Schwere bezeichnen. Dabei findet zwischen dem Radius a der Basis 
des Zylinders, der Höhe s^, bis zu der die Flüssigkeit infolge der Rotation 

an der Wand des Gefäßes steigt, den Größen w, g und 

Zf, der Zusammenhajig statt: 



(2) 



ay 



Man soll nun zeigen, daß bei dieser llotation der 

^ Betrag h — e^, um den der Scheitel des Paraboloids unter 

" "" ^ der Höhe h liegt, die der Plüssigkeits Spiegel einnimmt, 

wenn keine Rotation stattfindet, gerade so groß ist, wie 

der Betrag s^ — h, um den die Flüssigkeit bei der Rotation an der 

Wand des Gefäßes über die Höhe h emporsteigt (Fig. 67). 

Das Volumen der Flüssigkeit beträgt V=a?7th. Andrerseite ist 
auch 



V = a^^2^ - 



,p>- 



■h) 



ds, 



denn die Gleichung der in dei 
Rotationspar ab oloids ist 



K^-Ebene liegenden Meridiaukurve des 



Durch Gleichsetzen der beiden Werte für V und nach Ausführung 
der Integration erhält man 






oder 

Cd) fl^ft==a^0j-?-*^'~^»'', 

und hieraus folgt mit Rücksicht auf (2): 
oder 



'j,, , jg 9. Der sieh vom Koordinatenanfang bis zum nächsten 

Scheitel S erstreckende Bogen der Sinuslinie y ^ sinx 
rotiert um die j/-Achse. Wie groß ist das Volumen V des so ent- 
stehenden Rotationskörpers (Fig. 68)? 
Hier wird 



V =- 7t j x^ dy =^ 7t j {arc sin y'f d y , 
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und wenn miiii wieder x einführt durch x ----- arc s\ny. dy = cos xdx, folgt 

F= a i x^aosxdx = n\v?auix + 2xq,osx — 2aina:]^ 

(vgl. Aufg. 6 und 5, S. 106). So ergibt sieh 

F=;r(iji^-2) = 0,4674nr. 



§ 19. 

Doppelintegrale, dreifaclie Integrale und Bereclinung 
des Yolumens yon Körpern (Kubatur). 

1. Ist f(x,y) eine innerhalb eines gewissen Bereiches iCo^ a^ ^ X-i, 
yit^y^Vi eindeutige imd stetige Funktion yon x und y, so gilt bei 
Berechnung des Doppeiintegrals 



(1) 

die Formel 

(2) 



7-fff(x,,ijdxdy 

f[J'fXx,y)d,]dx-f[Jf(i:,,)dx]d,, 



d, h. es ist gleichgültig, ob man erst nach y und dann nach x integriert, 
oder ob man umgekehrt verfähi-t; es ist dabei vorausgesetzt, daß die In- 
tegrationsgrenzen von X und y unabhängige Größen, also reine Zahlen sind. 

2. Sind X, y, s gewöhnliche recht- 
winklige ParaUeltoordinaten im Baume, 
bei denen die iCj/-Ebene horizontal liegen 
möge, während sich die positive Richtung 
der s-Achse vertikal nach oben erstreckt, 
so stellt das Integral V das Volumen eines 
Körpers dar, dessen in der a;«/- Ebene lie- 
gende Basis aus einem durch die Geraden 
x = x^, ic — fl^i, y-'y^, y = yi gebildeten 
Eechteck besteht. Die seitliche Begrenzung " j.(g_ ^g, ■" 

des Körpers besteht aus den vertikalen 

Seitenfiäeben des Reehtflachs, das sich über der soeben erwähnten Basis 
erhebt; die ohere Begrenzung des Körpers wird durch dasjenige Stück 
der gekrümmten Fläche s-=f{x, y) gebildet, das aus dieser Fläche 
durch die eben erwähnte seitliche Begrenzung heraus geschnitten wird 
(P^. 69). Vorausgesetat ist hierbei, daß dieses Flächenstück wirklich 
oberhalb der a;!/-Ebene liegt. 
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3. Sind tei dem Doppeliiitegi-al 



(3) 



Y-ffflx,y)dxd,j 



der Veränd etlichen j/ Funktionen von x, uämlich y^ = fPoC*) 



(x), die als eindeutig nud 




vorausgesetzt werden mögen, 
so ist erst die Integration nach y, 
dann die naeh x auszuführen. 

Das Doppeliategral (3) stellt 
das Vohimen eines Körpers dar, 
und zwar ist derselbe seitlich durch 
Wandungen begrenzt, die sich über 
einer in der xp-EbeuB liegenden, 
durch die Geraden x = x^, x = Xi 
vinä dieKnrveny—<f)g{x),t/=<p^(x) 
begrenzten Basis erheben. Bezüg- 
lich der oberen Begrenzung des 
Korpers gilt dasselbe wie in Re- 



4. Wird die Basis des sonst in gleicher Weise wie in Regel 2 ge- 
gebilden Körpers durch eine geschlossene Kurve A.DBGA. begrenzt, die 
sich nicht selbst schneidet (Fig. 70), so stellt sowohl 

(4) r~J'fnx,,)ixdy 
als auch 

(5) V^fff(x,y)dydx 



das Volumen des Körpers dar. Dabei sind in (4) ^ = ö und ic = a die 
Gfleichungen derjenigen Tangenten der Kurve ÄDBCA, die parallel zur 
«/-Achse verlaufen und von dieser Achse den größten bzw. kleinsten Ab- 
standhaben. Die Grenzen ifi^tpii^) und yo~f»(^) ergeben sich aus der 
Gleichung der Kurve ADBGA dui-ch Auflösung nach y. (Würde die 
Kurve z. B. durch den Kreis {x — mf -\- {y — iif =• r^ gebildet, so wäre 
j/, = « + yr^ — {x — my, »/o = " ~ V»*" — (ic — my). Entsprechendes 
gilt bei (5) für die Grenzen d, c, %-i(y) und Xa(y)- 
5. Werden in das Doppelintegral 



(6) 



V-fff(x, y)äxä,j 
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an [Stelle von x und y neue Veränderliche m, v eingeführt durch die 
Gleichungen 

(7) x=-<f{u, V), y ^-ri^iu, v) , 

so geht das Doppelintegral (6) über in 

(8) V^fff {cp, %>)\t:^\cUidv, wobei 



(9) 



"du dv 3m dv 



die sogenannte Funhtionaldeterminwnte von <p und tj' darstellt. Es ist 
hierbei angenommen, daß x und y sowie m und i; hei der Integration 
von der unteren zur oberen Grenze wachsen; deshalb ist in (8) der ab- 
solute Wert I A j von A eingesetzt. Femer ist angenommen, daß die 
Funktionen ^, lir und ihre in (9) auftretenden partiellen Ableitungen 
innerhalb der in Betracht kommenden Variabiiitätsb er eiche stetig seien ; 
auch soU A daselbst von Null verschieden sein. Endlich ist angenom- 
men, daß jedem Wertepaar x, ?/ vermöge (7) nur ein Wertepaar u, v 
angehört und umgekehrt. Sind die unteren Grenzen Mo,!?o des Integrals (8) 
konstant, so erhält man sie durch AuHÖsung der Gleichungen ;Eg=" 91 (m,w), 
y^ = il!(^jV) nach u und «; ähnlich findet man die oberen Grenzen. 

6. Auch der Inhalt F eines ebenen Fläehenstiicks läßt sieh durch 
ein Doppelüitegral darstellen; es besteht die Formel. 

(10) F-^ffdxdy, 

wobei die Inteerationsifrenzen von der Begrenzung der Fläche ab- 



7. Das Volumen eines Körpers kann bei Benutzung von rechtwink- 
ligen räumlichen ParaUelkoordinaten x, y, z mit Hilfe des dreifachen 
Integrals 

(11) V^fffdxdyde 

berechnet werden, bei dem die Integrationsgrenaen von der Begrenzung 
des Körpers abhängen. 

8. Werden in das Integral (11) an SteRe von x, y, s neue Ver- 
änderliche (krummlinige Koordinaten im Räume) durch die Gleichungen 

(12) X ^ ip{u, V, tv), y = );(«. "j ^)' « ^ ^i^> "> '*0 
eingeführt, so geht das Integral (11) über in: 

(13) r^J'ff\A\dudvdw, 
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3» 


8fp 
SS 


8x 

85 


^ 


8* 
7i 


9t 



(14) 



die FunktionnMeterminantc von qo, %, %> darstellt. Dabei ist aagenomnien, 
daß die Funktionen (p, %, i> und ihre in (14) auftretenden partiellen Ab- 
leitungen innerhalb des in Betracht kommenden Variabilitätsbereiches 
stetig seien; ferner soU A daselbst Ton Null verschieden sein. Endlich 
ist angenommen, daß jedem Wertsystem ic, y, s Termöge (12) nur ein 
Wertsystem it, v, w zugehört und umgekehrt. Vgl. den entspi-eehenden 
Satz für Doppelintegrale in Regel 5. 



1. Über dem in der xy-Ehene liegenden, durch die Geraden X'^k, 
x -^l, y = in, y — n bestimmten Rechteck erhebt sieh ein Reehtflaeh, 
das oben durch ein Stück der Oberfläche des elliptischen Paraboloids 



t ist. Wie groß ist das Volumen des so begrenzten Körpers? 



2, Das Volumen V eines Körpers zu bestimmen, der durch die 
Koordinatenebenon, die Ebene x -\- y — 3 = und ein Stück der Ober- 
flä<jhe des elliptischen Paraboloids z = A,x^ + 2 !/^ + 1 begrenzt wird. 

Hier ist 



Y-j'fiix'+iy'+ijdidy, 



wobei man eine jede Integration geometrisch deute und sich klar mache, 
warum die Integrationsgrenzen die angegebeneu Werte haben. ^) 

Man findet Y = Ao Volumeinheiten, also z. B. Kubikzentimeter, 
wenn die zu Grund gelegten Längeneinheiten Zentimeter sind. 



1) Entspreclieiides beathte 



LUch bei iiUen folgenden Aufgaben. 
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3. Wie groß ist das Volumen V des im 
Endlichen liegenden Körpers, der von dem 
elliptischen Paraholoid 

durch die Ebene a; = fc (fc > 0) ahgeschiütten '» 

wird (t'ig. 71). "* '■'" 

In jedem der vier Oktanten des rechtwinkligen Koordinatensystems, 
in denen x positiv ist, liegt ein Viertel des Körpers; man erhält daher 




■jV= j J jVb^x — fdxdy 

(vgh Autg. 17, S. 192), also 

-j- F= /^ j xdx = -^bck^ 

vmd Y= ^ich^it. 

4. Das Volumen V des EUipsoids 



-l-Ux 



Das EUipsoid wird durch die Koordinatenebenen in acht gleiche 
Teile geteilt, und man findet für einen dieser Oktanten das Volumen 



T ^= r Al/i - S " f"' ^^^y- 



Da bei der Integration nach y die Größe v als konstant anzusehen ist, 
kann man vorübergehend zur Abkürzung 



1 und erhält alsdai 



i-"P'= / / j^yk^^ifdxdTi='-^ I f-v^fc^— iy^ + Yarcsin|- (?a: 
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oder iiJich Aufg, 17, S. 192: 



= - ■ -, daher V =^ ^ ahcn 



Im Falle « = 6 = e geht das BUipsoid in eine Kugel über, für 
deren Volumen man somit die bekannte Formel F= ~a^a erhält. 

5. Man bestimme nach Regel 6 dea Inhalt der Fläche, die durch 
den vom Scheitel bis zum Punkt T^(x^, y^ gehenden Bogen der 
Farabd y^ = px, die Ordinate von Pj und das zuge- 
hörige Stück der a:-Achse .begrenzt ist (Fig. 72). 

Die Aufgabe soll auf zwei Arten gelöst werden, 
X indem das eine Mal erst nach y, dann nach 3: integriert 
werden soü, das andere Mal in umgekehrter Reihen- 
folge. Schon in § 1 ist diese Fläche durch einfache 
Integration berechnet worden; die Aufgabe wird aber jetzt nochmals 
gestellt, da sie ein Beispiel abgibt, an dem man sieh sehi' leicht klar 
machen kann, wie die Festsetzung der Integrationsgrenzen durch die 
Reihenfolge der Integrationen bestimmt ist. 

Wird erst nach y, dann nach x integriert, so ist 

F = f fdxdy. 

wird erst nacli x, dann nach y integiiert, so folgt 

F=f fdxdy. 

Man findet 'F ^ f^iJ/i- 

6. £m gerader KreiseyUnder wird in ein, mit Wasser gefülltes Gefäß 
eingäcmeht und zwar derart, daß sich der Mittelpunkt M seiner Achse 
in der Tiefe c unter dem Wasserspiegel befindet, während die Achse 
selbst gegen die Vertikale unter dem Winkel k geneigt ist. Die Länge 
der Achse sei l, jede der beiden Kreisflächen, die den Zylinder begrenzen, 
habe den Radius a. Wie groß sind die auf diese Kreisflächen aus- 
geübten Drucke, wenn y das Gewicht der Volumeinheit des Wassers 
bezeichnet. 

Betrachten wir zunächst den auf die obere Kreisfläclie Ic^ ausgeübten 
Druck. Die Verttkalebene, in der die Achse des Zylinders liegt, wählen 
wir als a:2-Ebene eines räumlichen Koordinatensystems, den ^ 
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^ 1 als y^^-Ebene, die Ebene des Kreises Jii als 3;j/-Ebene. Diese ist 
eÜso gegen den Wasserspiegel unter dem Winkel « geneigt (Fig. 73). 
Die Gfleichung des die FlUclie h^ begrenzenden Kreises mit dem 
Mittelpunkt A ist 

{x — mY + ff = o^ , s "= 0, 

wo m eine Abkürzung für die Länge der Strecke 0^ = (c— ^icosK):siü te 
bedeutet. Für den auf die Fläche \ ausgeübten 
Druck ßi ergibt sieh alsdann (vgl. Äufg. 34, S. 18) 
das Doppelintegral 



Pj = y sin ft / \ X dxdy 




wo j/j = — y«^ ~(x — mf und ^2 = + V'^^ — (x — mf und x^ = m — a 
^2= m -\- a die Integrationsgrenzen bedeuten. So folgt 

j); = 7 sin K / 2xy^^ — (x~mydx, 

und hieraus geht durch die Substitution a; — mj = a sin ^ das Integral 

Pj = 2^ sma j (m -\- a sin y) a^ cos^ ^d(p 
hervor. Hier ist 

/ cos^ (pdtp = 2 I eos^ (pdip = 2 ■ y 

(vgl, Aufg. 6, S. 75 und Aufg. 76, S. 99) und 

/ cos^ (psm^dip = 

'vgl. Auig. 6, S. 75), also ergibt sich schließlich 

j)^ = a^mystsina = \ a^yn {2c ^l cos «) . 

In ähnlicher Weise erhält man für den Druck p^ des Wassers auf 
die untere Kreisfläche h^ den Ausdruck 
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310 § IS' Doppelte u. dreif. Integr. u. Bei-eclin, d. Voiuiuena y. Kürparn (Kul>atiic). 
7. Zu zeigen, daß sich das Integral 

J ff(x, y)dxäy 
durch die Substitution 

(1) x^\{x.^^x^)+\{x^-x;}i, y^jiy^ + yd + jfss-Vih 

in 

verwandelt, wobei q)(|, ij) aus f[x, y) dadurch hervorgeht, daß man in 
f{Xf y) an Stelle von x und y die angegebenen Werte einträgt. 

Die Gleichungen (1) ergeben für x = x^, y = yi die Werte |=^ — 1, 
ij = — 1, für a; = fl^a, 1/ = j/g die Werte ^ = 1, j? = 1. Vgl. 0.egel 5, 
S. 304 f. sowie Aufg. 1 und 2, S. 73. 

8, In welches Integral geht 

über bei Einführung yon Polar ko ordinalen in der xi/-Ehene durch 
X'^ r cos d; y = r sin d-'f 

Für die Funktionaldeterminante A findet mau den Wert r, daher 
wird nach Regel 5 

V= Cj'f(rcos&, r sin 9-)rdrd^. 

Die durch r, *, gebildeten Koordinaten beißen aus nahe liegendem 
Grunde Zylmderkoordinaten. 

Man benutze das vorstehende Ergebnis in Aufg. 9 — 10. 

9. Aus einer Kugel vom Radius a wird durch einen Kr ei szy linder, 
dessen Achse (s-Achse) durch den Mittelpunkt der Kugel geht, ein 
Körper herausgeschnitten; die Grundfläehe des Zylinders habe den Ra- 
dius h. Wie groß ist das Volumen des Körpers? 

Ist x^+ y^-\- 0^— a^=0 die Gleichung der Kugel, so hat der im 
ersten Oktanten des Koordinatensystems liegende Teil des Körpers das 
Volumen 

\V =Jjya^~x^—y^dxäy — f f^a^ — r^rdrd^ . 

Die Integration nach r läßt sich leicht erledigen mit Hilfe der Substi- 
tution a^—r^^ w^. Man findet schließlich 
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1 Zjlinderkooi-dinaten, 



fill 



10. Eine ähnlielie Aufgabe wie zuvor, doch habe der Zylinder 
nunmehr die G-leichung x^ + y^ — ax = (Fig. 74). 

Der im ersten Oktanten des reclitwinldigen Koordinatensystems 
liegende vierte Teil des Körpers hat das Volumen 



=//>'«■— 



i«'/(i - 



a^&)cl&, 



wobei man aich mit Hilfe der nebenstehenden Figur überzeugen mijge, 
daß die angeschriebenen Grenzen des Doppelintegrals richtig sind. 



F_io'(l« 



!)■ 



H. Die Fläche eines Halbkreises (Radius a) wird vertikal in eine 
Flüssigkeit eingetaucht, so daß der Durchmesser AB des Halbkreises 
im Flüssigkeitgspiegel liegt. Durch Radien ist diese Fläche derart in 
n Sektoren OÄC^, OO^C^, . . . OC^_^B zu teilen (Fig. 75), daß die auf 
die einKelnea Sektoren ausgeübten Drucke einander gleich sind. Welche 
Winkel S-^, ö-^, . . . ^j, ... #„_i 
müssen diese Radien mit dem wag- 
reehtcn Halbmesser OA bilden? 





Der Gesamtdruck x>! der auf die Fläche des Halbkreises ausgeübt 
wird, ist uaeh Aufgabe 15, S. 53 f. gleich |«^y, wo y das Gewicht der 
Volumeinheit des Wassers bezeichnet. Sind j)i=P2 = ---=j)j=---=p„ 
die auf die einzelnen Sektoren ausgeübten Drucke, so folgt 



(1) 



ft +l'.4 



^+P.- 



Femer ist der auf ein in der Tiefe r sin & unter dem Flüssigkeitsspiegel 
befindliches Fläcbenelement rdrrö'9- ausgeübte Druck gleich r'-' &m%-drä&) 
daher wird 

(2) pi -Hi?» + ■ ■ - +jPi= y / / r^sind'drdl* = ^-a^yil — cos&j.) 
oder 

— a' y (1 — cos '9'j.) = "s — c^^y 
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312 § lö- Doppelte 11, drcif. Integr, u. Eerochn. d, Volumens y, Kürpern (Kubatur). 
und 

Zur Konstruktion dieses Winkels teilt man den Durchineaser AB 
des Halbkreises durch die Punkte Ai, Ä^, . . . A^^, . . . A^_^ in n gleiche 
Teile; die durcli den Teilpunkt A^ rechtwinklig zu AB gezogene Gerade 
trifft die Peripherie im Endpunkt C^ des Radius OG^, der mit OA dea 
Winkel #j bildet. Offenbar ist nämlieh (Fig. 75) eoad-j.'^ OA,.:a; ferner 

ist OAf^^=a 2«, daher C0S'9'j= 1— in Übereinstimmung mit (3). 

12. Eine halbkreisförmige F^che wird vertikal in eine Flüssigkeit 
eingetaucht, so daß der Durehmesser AB des Halbkreises wagrecht im 
Innern der Flüssigkeit, der Scheitel in der Oberfläche liegt (Fig. 76). 
Der KadiuB des Halbkreises sei a, das Gewicht der Volumeiuheit der 
Flüssigkeit sei y. Wie groß ist der Druck p, den diese auf jede Seite 
der Fläche ausübt? 

Wir wählen als Anfangspunkt eines in der Ebene des Halbkreises 
gelegenen Systems von Polarkoordinaten r,d, die in gezogene Scheitel- 
tangente als Polarachse. Ferner verbinden wir 
mit A und B und fällen von ein Lot OC auf 
die Gerade AB. Hierdurch wird die Flache des 
Halbkreises in zwei gleich große zu den Sehnen OA 
und OB gehörige Kreissegmente und zwei gleich 
"'"'"" große rechtwinklige Dreiecke OCA und OCB zer- 

t. Bedeutet ß, den Druck, den die Flüssigkeit auf eines der beiden 
;mente ausübt, p^ den Druck auf eines der beiden Dreiecke, so ist 
= 2ii, + 2_p5. 
Äinlich wie in Äufg. 11 folgt 



Vi 



-rfß- 



sin & dr d& , 



und zwar sind und 2asin'& die Grenzen bei der Integration nach r, 
denn r = 2asiu^ ist die Gleichung des die Fläche begrenzenden Kreises; 
9' = und d- — j:c sind die Grenzen bei der dann folgenden Integration 
nach &. Man erhält hiernach 



i Äufg. 75, S. 98 angegeb 
coB 4 ■& — {- cos 2 * + 1 , d 



mit Benutzung der bei Äufg. 75, S. 98 angegebenen Reihe für siu^^'ö- 
ergibt sich sin* i9' = |- cos 4 ■& — ~ cos 2 Ö' + f , daher 
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Bei Bereclmung von p^ ist von demselben Integral anszugehen wie 
bei pi, doch sind jetzt und a — s'm:d' die Grenzen bei der Integration 
nach r, denn »• = ö : sin^S' ist die Gleichung der Geraden AB; &■ = jX 
und 9' = -|it sind die Grenzen bei der dann folgenden Integration nach &. 
Man erhält demnach 



1 , r . 



und für p = 2(p^ + p^) ergibt sieb 

i' = »Xi'T - I) ■ 

13. Das schon in Anig. 12, S. 227 f. und Aufg. 9, S. 242 berechnete 
Integral 



läßt sich als Doppelintegral schreiben und dann mit Hilfe von Polar- 
koordinaten integrieren. Man kann nämlich auch 

J-frrdy 

setzen und erhält dann durch Multiplikation beider Ausdrücke für rT, 
da die Integration sgrenzen konstant sind: 

wobei sich die Integrations grenzen für r und & daraus ergeben, daß bei 
der Integration nach x und nach y die Grenzen jedesmal die Werte 
und oo haben, daß also über einen ganzen Quadranten der Ebene zu 
integrieren ist. Mit Rücksicht auf 

fe-'-'rdr = -i-c—' 
folgt 

■P--=\x und J^ + -iyit. 

14. Die Formel zu beweisen 

j j fifi'x^ + y^f)dxdy = ^'l^ j f{e)dz . 
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Durch die Substitution ax = u, by = v, geht das Doppelintegral 
naeh Regel 5 über in. 



r-jfj'ff(u' + v'yiudv, 



und durch die weitere Substitution u = raosd; v = rsiriTJ- erhält raau 
(Tgl. Aufg. 8) 

•^- »'»/ /«•■')'■<'"'» - faij'fi''^"''-- 

Setzt man r^ = s, 2r dr = ds, 30 folgt die zu beweisende Formel. 

15. Mit Hilfe der Formel (11) in Regel 7, S. 305 das Volumen V 
des Körpers zu bestimmen, der durch die a:i/-Ehene, den Kreiszylinder 
x^ -\- y^ = a^ und den parabolischen Zylinder ii^=j}s eingeschlossen 
wird (p > 0). 

Im ersten Oktanten des Koordinatensystems liegt ein Viertel des 
ganzen Körpers. Wenn man beachtet, daß s = und s = 'tf:fi die 
Grenzen bei der Integration nach s sind, folgt daher 

Mit Hilfe der Substitution a; = « sin Q- ergibt sich hieraus 

^ 7 = i- fa' cos* »d& = ^''','lZ (vgl. Anfg. 76, S. 99), 
daher wird 

i p 

16. Das Volumen des durch die Fläche 

eingeschlossenen Körpers zu berechnen, wo m, n, p positive gerade 
ganze Zahlen sind oder positive Brüche mit geraden Zählern und un- 
geraden Nennern. 

Wegen der Symmetrie der Fläche mit Bezug auf die Koordinaten- 
ebenen beträgt das Volumen des im ersten Oktanten gelegenen Teiles 
des Körpers ein Achtel des Gesamtvolumens. Setzt man 

©■=«., (F^... (-:-)'-. 
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SO tritt a?! + !/i + gj = 1 an die Stelle der Flächengleicliung und os wird 

(2) i V -J'j'Jdxdij an - °,i,JJ'S'f''«! '\f' dx,d,j,iU,. 
In dieses Integral werden nun durch die Substitutionen 

also durch 

1,-5(1-,), s,-h(i-0, h-Ui, 

an Stelle von a;,, y^, z^ neue Veränderliche |, i;, ^ eiugefiihrt, wobei 
statt des früheren durch 0^a;^ö, 0^i/^&,0^?^c und durch 
(1) bestimmten Variabilitätabereichea nunmehr der durch O^l^l, 
^'^^^^jö^e^l bestimmte Beroicli tritt. 
Für die Punktionaldeterminante 

U 1 ti 

liüdet man den Wert A =" §^i], so daß das ursprüngliche Integral (2) in 

.S'.-'(i-0"'-''il<'>i''S 

übergeht, wenn man noch unter dem Integralzeichen die Brüche — , 
— , — bzw. durch m,, n., p, ersetzt. 

Die Integration nach £ ergibt — , ; — , die Integrationen nach 

ij und g führen auf B-Funktionen, denn nach Kegel 1, S. 238 ist 



daher ergibt sich 

~V= "'" - -^ — B(n,+p,,m,)-B(p,,n,), 
und wenn man die B-Funktionen nach der Formel 

"(-!>. 2) -Rfi'l (.gl. Ärfg. 5, S. 241) 
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durch f-Funktionen ersetzt, folgt 



^ •' mnp mi+«,+i>, r(m,-(-Wi+j),) mn + np+pm r(i--f--i + |) 

17. Man kontrolliere hiemacli den aehon in Anfg. 4, S. 307 f. gefun- 
denen Ausdruck für das Volumen eines EUipsoids. 

Hier ist m = n =i) = 2; mit Hilfe der Formel r(q + 1) = qr{i) 
(Aufg. 4, S. 240) und mit Eücksiclit auf r(i) = + 1/ra (Aufg. 8, S. 242) 
findet man F= |ö&c:i. 

18. Mit Benutzung des Ergebnisses Ton Aufg. 16 soll das Volumen 
des von der Fläclie 



e)'H-©"+^9*= 



begrenzton Körpers bestimmt werden. 
Hier ist m = w = j) = l, daher w 



F = 



sabc r( !)r(:-)r(| ) 



i'"!/» rd) 
woraus mit iÜlfe von r(§ + l) = 5r(g) und r(2) = -HI/jt die Gleichung 

hervorgeht. 

19. Mit Hilfe der in Aufg. 16 angewandten Methode läßt sich das 
Integral 

das über aUe positiven Werte x, y, z erstreckt wird, die die Bedingung 
erfüllen, in 

überführen. Auch läßt sich diese Formel auf «-fache Integrale aus- 
dehnen.-') 



1) Vgl. G. LejeuneDiricblet, Comptes rendus de Vacadömie d 
de Paris, Bd. 8 (1839), S. 159f, = G. Lejeune Dirichlets Werke, heiausgegeb. 
von L. Kroneoker, Bd. 1, Berlin 1889, S. 380; Bericht fiber die Verhandlungen 
der Akademie der Wissenschaften in Berlin, Jahrgang 1839, S. aif. = Werke, 
Bd. 1, S. S89; Abhandlungen der Akademie der Wissenschaften in Berlin, Jahrg. 
1839, Berlia 1841, S. 67f. = Werke, Bd. 1, 8, 399 f. 
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Biufuhvung von. Polarkoordinaten in ein dreifiiclies Integral. 317 

20, Man soU in das Integral 

räumliche Polarkoordiiiaten einführen durch die Gleichungen 

a^ = rsini^icosfl-, y = r sini/j sin^fr, s =■■ r cos i^ , 

die schon in Aufg. 23, S. 290 näher erläutert wurden. 
Für die Funbtioaaldeterminante ergiht sich 

daher wird 

V "=[ f jr^ sin i! dr dtp d9. 

21. Mit Hilfe dieses Ergebnisses bestimme man das Volumen des 
Sektors, der aus der Kugel r = a durch einen Halbstrabi herausgeschnitten 
wird, der durch den Kugelmittelpunkt geht, und unter dem Winkel « 
gegen die positive Riehtang der s-Ächae geneigt sicli um diese Achse 
dreht. 

Man findet 

y = f f I r^ s'mil> dr dil> d& = |a^- 23-[— cos^] = * «'jrsin^-^ a. 

Weitere Beispiele für dreifaclie Integrale findet man in den noch 
folgenden Paragraphen 21 und 22. 



Bestimmung des Inhalts gekrümmter Fläehenstüeke 
(Komplanation). 

1. Durch die Gleiobmig s = f(x, y), in der f{x, y) eine eindeutige, 
stetige Funktion ist, sei eine Oberfläche gegeben. Wird nun über dem 
schon in Regel 3, S. 304 oder in Regel 4, S. 304 beschriebenen Be- 
reich der 3;»/-Ebene ein Rechtflach bzw. ein Zylinder errichtet, so 
sehneidet dieser aus der Fläche ein Stück heraus, dessen Inhalt durch 
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i518 § ^ti' Bestimm\iBg des Inhalts j^ekrüraoiteT FUSclienötüeke {Komplaiiatioii). 
bzw. durch 

,j=d x=^^(y) 

gegeben ist. Dabei ist vorausgesetzt, daß die Funktion f{x, y) und die 
Ableitungen j-~, -J für Wei-te x, y im Inneren und auf dem Bande 
des genannten Bereiches stetig seien. Mit Benutzung der allgemein 
gebräuchlichen Äbldirzungen 



wird der Integrand 

yi -\-p^ + q^dxdy. 

Die Formeln laseen sich, von den 
Gestalt 



r fdxdy 



(ß) 

sehreiben, wo dxdy : cosy den Inhalt des Elements bezeichnet, das au 
der Stelle P{x, y, z) aus der gegebenen Oberfläche durch zwei unend- 
lich nahe der y^-Ebene parallele Ebenen und zwei unendlich nahe, der 
a:2-Ebene parallele Ebenen herausgeschnitten wird; dxdy ist die Pro- 
jektion dieses Flächenelements auf die 3;)/-Ebene, y der Winkel, den die 
im Punkt P der Fläche errichtete Normale mit der «-Achse bildet. 

2. Ist die Oberfläche durch eine Parameter darstellung 
(4) j;-v(«,«), y-t(»,v), s -*(«,.), 

gegeben und setzt man zur Abkürzung 

( /y ^\ sy 3s _ as 3j . (^A csdx_d^di_ j, 

\\^J dudv du'di^ ^' y^J^ducv du8v -"' 
(5) 



so hat ein durch die Parameterlinien « = %,!* = n^, v -^ t\, v = v^ be- 
grenztes Stück der Fläche den Inhalt 

(6) =ffYÄ^ j^B^+C^ dudv, 

eine Gleichung, die man unter Benutzung der Abkürzungen 
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auch in der Form 

(8) =^jj'\/EG-~F^dudv 

schreiben kann. 

Beispiele. 

1. über dem durch die x- uad y Achse -owie durch die Gferaden 
X = 'd, n = und y = G, ^ = begrenzten Rechteck der a;j/-Ebene er- 
hebt sich ein ßechtliach. Wie grolä i&t dei Inhalt des durcli die verti- 
kalen Seitenwände des Beclitflachs aus dem ktgel s^ = 2xy herausge- 
schnittenen Flächenstücke? 

Hier wird 

2, Den Gesamtinhalt der beiden Flächenteile zu bestimmen, die aus 
der Kugel a' + y^-\- 3^= a^ durch den Z jlinder a;^ + y^= h^, wo ö < o 
sei, herausgeschnitten werden. Vgl. Aufg. 9, S. 310. 

Hier ist 1 -\- p^ -\- q^ ^ —^ , daher folgt 

oder bei Einführung der Polarkoordiuaten durch x = rcosQ', y = rs\n9': 

somit 

= iait {a - /ä^ ^h^] ■ 

'ä. Eine ähnliche Aufgabe wie zuvor, doch habe der Zylinder nun- 
mehr die Gleichung x^ + y^ — ax ^ 0, Vgl. Aufg. 10, S. 311. 
Mau findet 



1 ^ r r Tdrd9- n '. ' 

- = a / J , = 2w 



4. Den Inhalt des Flächenstücks zu berechnen, das aus der Schrau- 
benfiäcke z =^ maretg--- durch die Ebenen 3 = 0, 2=mre und den Kreis- 
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320 S 20, BestimmuEg des Inhalts g-ßkrümmter Flächenetücko (Komplanatioii). 

Zylinder x^ + y^ — a^ herausgeselmitten wird; hierbei ist ntTt die halbe 
Ganghöhe der Sehraubeüfläche. 
Man findet 

hei Einführung der Polarkoordinaten folgt daher 



somit 



== %\a Ya" + m" + m^ In 



.!„ "+»;■•■+» 



5, Man soll in das Integral 

^ =Jjv'i +p' + q'dxdy 
räumliche Koordinaten einführen dnreh die Grleichungen 

X = r sin 1^ cos •9', y = rsiniff sin^S, s = rcosj/i, 
wobei r = f{ii>, &) die Gleichung der Oberfläche in Polarkoordinaten sei. 
Die in Regel 2, S. 318 eingeführten Größen Ä, B, C haben nun 
die Werte 



( I •= — r-,j^cosS- — r-ir-am ipcosib sinT> + r^ein^iüsin^, 



man findet alsdann 

A' + .B' + C- _ ^ «m- * + r' (|^)' sin-* + r' (g)', 
daher wird 

6. Den Flächeninhalt des Kegelmantels zu berechnen, der entsteht, 
wenn man den Koordinatenanfang mit allen Punkten der in der Ebene 
s = c gelegenen Ellipse 

verbindet. 
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Für den Kegel besteht die Pai-ameter dar Stellung 
(1) X = öMcos^, 1/ = 6m Sinti, = CM. 

Hierbei sind die Parameterlinien w = konst die Sehnittkurven des Kegels 
mit solclien Ebenen, die parallel zur Basis s = c gelegt siud; die Kurven 
D = konst sind die Erzeugeaden dea Kegels. 
Man findet 

A =^ ~ hrucosv, B =^ — causinv, C = abu, 
daher wird 

0=1 f Yb^e^ cos^v ■+■ c^'ß^sin'ii + a%^ududv 
'— — / 1/— s cos^ü + -ji ^^^^ V + 1 dv 

Sehreibt man diesen Ausdruck in der Form 



den Umfang einer durch x =- «Bin«, y = ßcos« gegebenen Ellipse dar- 
stellt, so folgt, daß der in der angegebenen Weise begrenzte Mantel des 
Kegels (1) iübaltsgleich ist dem Mantel eines geraden Zylinders, der die 
EUipee mit den Halbachsen 

zur Basis und eine Strecke von der Länge \Y'^^ ^^^i' Höhe hat. 
7. Die OberHiiche des ElUpsoids 

zu berechnen. 

Nach Regel 1, S, 31.7 wird 



(2) -JlrVi + S + 1'< ''" <* 
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322 g äü. Bestimmung des Inhalts gekcümmter Flächen stücke (Komplanation), 

WO für ß der Wert einzutragen ist, der sich aus der Gleichung des 
Ellipsoida ergibt; man erhält alsdann ein Doppelintegral, das in bezug 
auf X und y ein elliptisches Integral ist. Man gelangt einfacher auf 
folgendem Wege zum Ziel. 

Ist y der Winkel, den die im Punkt P(x, y, 2) einer Fläche 
f{x, y, s) = errichtete und sich in das positive Gebiet des Raumes er- 
streckende Normale mit der positivcu Richtung der 2- Achse bildet, so 
hat man nach Teil I, S. 46: 



f>. 



und im vorliegendem Fall 
(3) cos y = 



+ Vf,' + t,' + f.' 



-ys+i;^ 



+ ■; 



Diese Gleichung stellt gemeinsam mit (1) den geometrischen Ort 
aller Pnnkte des EUipsoids dar, für die cosy einen und denselben Wert 
hat. Durch Elimination von s aus (1) und (3) erhält man die Gleichung 
der Projektion dieses Ortes auf die a;!/- Ebene, nämlich eine EUipse mit 
der Gleichung 

(4) — (a* sin^ y -\- c^ cos* J') + f* {^^ siii^ Y -\- c^ cos^ y) = sin- y . 

Einem anderen Winkel ^i > 7 entspricht auf dem Ellipsoid eine 
andere Kurve, deren Projektion auf die xy-^hene wieder eine EUipse 
ist; ihre Gleichung ergibt sich aus (4) offenbar durch Änderung von y 
in y-i. Man kann leicht zeigen, daß die Halbachsen dieser neuen Ellipse 
größer sind als bei der Kurve (4), so lange y-i'> y ist. Zwei Werten y 
und y + dy entsprechen auf dem Eüipsoid Kurven, die daselbst einen 
ringförmigen unendlich schmalen Streifen begrenzen, dessen Projektion 
auf die fl;j/-Ebene durch die EUipae (4) und durch die dem Werte 
yi = y + dy entsprechende Ellipse begrenzt wird. 

Da die Kurve (4) den Flächeninhalt 

(5) F= - -- 



hat, ist dF = , dy der Inhalt der zwischen den soeben erwähnten 
Ellipsen gelegenen ebenen Fläche und di'': cos;- der Inhalt des ent- 
sprechenden auf dem Ellipsoid gelegenen ringförmigen Streifens. Um 
den Flächeninhalt | der oberhalb der a;j/-Ebene liegenden Ellipsoid- 
Mifte zu erhalten muß man alle diese Streifen summieren, d. h, man hat 
dF: cosy zu integrieren, und zwar innerhalb der Grenzen y — und 
y = -jOT, denn dem Werte y = \^ entspricht die in der a:j/-Ebene ge- 
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legene, durch eine Ellipse mit den Halbachsen a, b gebildete Begrenzung 
der Ellipaoidhälfte, dem Werte y — der höchste, auf der s-Achee 
liegende Punkt 2 = c des EUipsoids. Für die ganze Oberfliiche erhält 
man also: 

(6) 0^2 f-'^- = Sf *' V"~ 2 ('f- d-'- ■ 
^- ■> J cosy LcosyJo J cos-/ 

Znr Berechnung dieses Ausdrucks setzen wir unter der Voraus- 
setzung, daß « > b > c sei: 

(7) + Ya^ — c'^ aa, + yW^^c^ = Ip, f:i^^ = k^ 

und führen an Stelle Ton y durch k cos j» = sin gj eine neue Veränder- 
liche (p ein. Alsdann folgt 

(8) ^^^''^''["„Tii:"fol~yf-fc>sin'-T-° 

/' «' — ain'cp 

J ßain>-]/l— t'Bm'tp ^' 

und hier ist das in der rechten Seite der Gleichung vorkommende Inte- 
gral, das mit J bezeichnet werden möge, in die Summe 



(9) 



a J ]/! — fc'Bin'qj" J sin' qj 



zerlegbai-. Bei Anwendung der Methode der teilweisen Integration 
auf das letzte Integral erhalt man unter Benutzung der Formel 

^ sin' 9 

(10) j="-l^^..' /" . ^1' _ .. ~«cot<pyi~Jc^^i^ 

Jyi_tnm'<p 
addiert und subtrahiert, folgt nach leichter Reduktion 

(11) J=fK-Mr -_■''?■■__.. — ccotffil/l -/^^sin^rö" 



und wenn man hier 
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Die Gleichung (8) geht nunmehr über in 

(l^)2iL- L.i.,.r.l ,r7S'rlm>~''°°''^^^~'''™''^]''l.... 

+ (« - i) /L-l-v^- - " /Vi - "' ^'"' ^ "" 
\ «y ]/i — fc'sui> J 

L o cos qj V 1 "— fc= sin' <p J^ = 

wobei das erste Glied der rechten Seite für die untere Grenze qj = 
verschwindet, während es für die obere Grenze mit Uücksicht auf 
sin q; = K, cos* cp = 1 — a^ den Wert 



1/(1 - cc*)(r-T=«"^) =y(l - a'-)(l ~ ß'^) = e- : ai 
annimmt. Man erhält schheßlich 

wo F und Fj die schon in Regel 7, S. 210 erwähnten elliptischen Inte- 
grale erster und zweiter Gattung bedeuten, während nach (7) 



§21. 

Bestimmung dei Mas^^e uicht homogener geometrisclier 
Gebildt Mdssi. iimittelpunkt (ScliwerpuBkt). 

In der Physik wiil vielfach die Anschauung benutzt, daß eine 
Kurve oder Fläche mit Ma, se belegt sei, deren Dichte sieh in gewisser 
Weise von einer Stelle zui in leren ändert, also eine Funktion des Oi^tes 
ist. Dabei pflegt der Be^iiiff Masse häufig in einem allgemeineren Sinne 
als gewöhnlich aufgefaßt zn werden, indem man hierunter auch ein 
magnetisch oder elektrisch wukendes Agens versteht, das sieh über 
die Kurve oder Flache eistieckt. Auch die Temperatur kann als eine 
Funktion des Ortes in Betriebt kommen. In der rein geometrischen 
Theorie sind die Massei ilediohi.,h Zahlen, diu erst in den Anwendungen 
gedeutet werden. 
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Die Dichte eines uiieuilliLli kleinen rechteukigen ilaiheüstiicks 
dxdy, das ^uh la dei Stelle P der cif Ebene Ijefindet, i&t alsdann das 
Verhältaia dei m dem Flduhenstuck befindlichen Masse zu seinem In 
halt; der Grenzwert dieies Verlnltnisses ist die Dichte in dei Stelle P 
Hat dieses Verhältnis fui jede Stelle denselben Wert, so nennt man die 
Fläche (allgemeiner das betreflende geometrische Gebilde) homogen mit 
Masse erfüllt oder kurzer homogen 

Wir wollen unb im folgenden auf eine ebene Flache oder emen mit 
Masse erfüllten Lorper beBcbianken AlsiUnn gelten die Regeln 

1. Die Masse einer ebenen Fläche, deren Dichte y eine Funktion 
des Ortes, y = y{x, y), ist, wird durch das Doppelintegral 



üf = / j'y{x,y)dxdy 



It, wenn die Fläche durch die KuiTen y = fpi^ip), y ^ ^'iC^) 
und die Geraden x = x^^ x =^Xj begrenzt ist. 

2. Die Masse eines Eörpers, dessen Dichtigkeit y eine Funktion 
des Ortes, y = y(x, y, s), ist, wird durch das dreifache Integral 



31 ^ j I j y{x, y,s) dxdy dz 



dargestellt, bei dem die Integrationsgrenzen von der Begrenzung des 
Körpers abhängen. 

3. In der Mechanik wird gezeigt, daß ein System von gleich- 
gerichteten Parallelkräften, die auf einen Körper wirken, durch eine 
einzige Mittelkraft (Resultante) ersetzt werden kann, die mit den Parallel- 
kräften gemeinsame Richtung hat und an Größe ihrer Summe gleich ist. 
Auch die auf die einzelnen Massenelemente eines Körpers wirkenden 
Kräfte der Schwere können als parallel angesehen werden, denn der 
Mittelpunkt der Erde, nach dem diese Kräfte gerichtet sind, kann als 
unendlich fern angenommen werden, zumal man es fast immer mit 
solchen Körpern zu tun hat, deren Größe, yerglichen mit ihrer Ent- 
fernung Yom Erdmittelpunkt, als verschwindend klein aufzufassen ist. 
Der Angriffspunkt der Mittelkraft der einzelnen auf die Massenelemente 
des Körpers wirkenden Schwerkräfte heißt der Schwerpunkt oder Alassen- 
mittelpunkt des Körpers. 

Man kann diesen Punkt auch noch in anderer Weise definieren. 
Bekanntlich versteht man unter dem statischen oder Unearefn. Moment 
eines Massenelementes dm in bezug auf eine Ebene das Produkt aus der 
Masse dieses Elementes und seinem Abstand von der Ebene. So ist 
•L.'Q. X ■ dm das statische Moment von dm in bezug auf die j/s-Ebene, 
falls X den Abstand des Elementes dm von dieser Ebene bezeichnet. 
Durch Summieren der statischen Momente aUer einen Körper erfüllenden 



y Google 



t-ffß 



526 § 21. Bestimiu. d. Masse nicht homog, geom, Gebilde; MassenmitlelpuEkt 

Massenelemente erhält man das statisclie Moment des ganzen Körpers 
für die betreffende Ebene. Ist y = yix, y, s) die Dichte an der Stelle 
x,y,z, so wird dm = y(x,y, £)dxdyds und 

j f f ^ yi^, y, s) dx dy ds 

stellt das Moment des Körpers in bezug auf die j/s-Tlbene dar. 

Der Schwerpunkt S eines Körpers ist nun dadurch deliniert, daß er 
in bezug auf jede beliebige Ebene e des Raumes dasselbe statische 
Moment wie der ganze Körper hat, vorausgesetzt, daß man sich die Ge- 
samtmasse M des Körpers in 5 vereinigt denkt. 

Wählt man als Ebene e nacheinander die drei Ebenen eines recht- 
wiokligen Koordinatensystems, so erhält man zur Bestimmung der Ko- 
ordinaten i,ri,i des Schwerpunktes die drei Gleichungen 

M^ ^ I j I ä:y{x, y, 0'jdxdyds, Mij ^^JjJ yy{^, y, s)dxdydg, 

I y{x, y, 0) dx dy dz. 

Natürlich sind den Integralen noch Grenzen beizufügen, die von der 
Gestalt des Körpers abhängen. 

4. Erfüllen die Massenelemente eine ebmte Fläche, so ist deren 
Schwerpunkt 8 dadurch definiert, daß er in bezug auf jede Gerade g 
der Ebene dasselbe statische Moment wie die ganze Fläche hat, voraus- 
gesetzt, daß man Hieb die Gesamtmasse M der Fläche in S vereinigt 
denkt. 

Wählt man als Gerade g die x- oder »/-Achse eines rechtwinkligen 
Koordinatensystems, das in derselben Ebene liegt wie die Fläche, und 
bezeichnet y — yix, y) die Dichte an der Stelle a:, y, so erhält man zur 
Bestimmung der Koordinaten §, j; des Schwerpunktes die Gleichungen 

M% ^ j I xy{x, y)dxdy, Mrj = 1 j yy(x, y)dxdy. 

5. Erfüllen die Massenelemente einen Sogen P^Pg einer ebenen 
Kurve mit der Gleichimg y = f{x) und ist y = y{x) die Dichte an der 
Stelle mit der Abszisse x, so sind die Koordinaten |, ij des Schwer- 
punktes dieses Kurvenbogens bestimmt durch 

Ml -fxri^)]/! + {iffäx, iif, -/srWl/i + (£)^', 

wobei 
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6. Bei homogener Dichte der in Regel 3 bis 5 crwähaten geome- 
trischen Gebilde wird die Funktion y eine Konstante, die auch in M 
als Faktor enthalten ist und sich daher in den betreffenden Formeln weg- 
heben läßt. Anstelle von M tritt alsdann in Regel 3 das Volumen V, 
in Regel 4 der Flächeninhalt F, in Regel 5 die I 



Beispiele. 

1. Die Masse eines materiellen Kreishegels zu bestimmen, dessen 
Dichte proportional der n'°° Potenz des Äbstandes von einer durch die 
Spitze parallel znr Basis gelegten Ebene und in der Einheit des Äb- 
standes gleich X ist. Der Kegel entstehe dadurch, daß eine gegen seine 
Achse unter dem Winkel k geneigte Gerade um diese Achse rotiert; die 
Höhe des Kegels sei h. 

Wählt man die a;-Achse als Achse, den Koordinatenanfaug a,!s 
Spitze des Kegels, so ist ?/*-]- «^ = a^HgV dessen Gleichung und man 
erhält nach Regel 2 

M =j'ffx a:" äxdydz^2 xffx" Yx^ tg"^ ä—fdxdy. 

Bei der Integration nach y sind — a; tg a und -{-xtgu die Integrations- 
grenzen; am besten führt man an Stelle von y durch y = xtga sin ip eine 
neue Veränderliche q> ein und erhält nun —jit und +j7t als Integrar 
tionsgi-enzen. Man findet 

/ Yx^ ig^a — y^dy = x^ tg^ aj cos^ ^d(p = x^ig-ce- l %, 



itg' 



«/- 



nJ^% 



2. Die Fläche einer Ellipse mit den Halbachsen a, h ist derart mit 
Masse belegt, daß die Dichte proportional dem Abstand von der Achse 2a 
und in der Einheit des Äbstandes gleich x ist. Wie groß ist die Ge- 
samtmasse M der Ellipsenfläche? 

Bei Berücksichtigung der oberen Halbellipse findet man 

l M-j Jxy,lxdy-'^,J (a'^x')di, 
somit wird die Masse der ganzen Ellipse 
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3. Die Dichte einer Kugel vom ßadiae a ist proportional der 
){'*" Poteuz des Äbstandes vom Mittelpunkt («^ — 2) und in der Ein- 
heit des AbetandeB gleich x. Die Masse der Kugel zu bestimtaen. 

Unter Benutzung des Ergebnisses von Äufg. 20, S. ;517 findet mau 



■II f 



osi 



Insbesondere im Falle « = — 2 wird Ji'=4;Txa. 

4. Den Schwerpunkt des bei einem Kreis vom Radius 
a zum Zentriwinkel a gehörigen Bogens AB zu bestimmen 

, (Fig. ^^)■ 

Ist die a:- Achse die Halbierungslinie des Zentriwinkels 

K des Kreises x^ -\-y^ = a^ und l = 2asinjtt die Länge der 

^ zum Bogen j4J5 gehörigen Sehne, so ist die Ordinate ij des 

Schwerpunktes, wie aus Gi^önden der Symmetrie sofort 

folgt, gleich Null; seine Abszisse ist nach Regel 6 und 6: 

wobei arcß die Länge des Kreisbogens AB bedeutet. Man erhält 

1 = ---- I ady — -:— und |:a = harcK, 

d.h. 

Der Schiveriimnkt eines Kreisbogens liegt auf der Holbierungslinie 
des sugeMrigen Zentriwinkels a derart, daß sich sein Abstand vom Kreis- 
miädipunU mm Radius verhält wie die Länge der su a gehörigen Sehne 
zur Länge des Kreisbogens. 

5. Bei der KeUenltnie y ^=^ in ©Df (— } den Schwerpunkt zu be- 
stimmen, und zwar a) für den vom Seheitel S bis zum Punkte P^ ge- 
zogenen Bogen, b) für einen beliebigen Bogen Pj Pj (vgl. Fig. 33, S. 67 ). 

a) Es sei Sj die in Aufg. 5, S. 271 bestimmte Länge des Bogens SP,; 
fei-ner seien X-i,yi die Koordinaten von P^! und li,iji die Koordinaten 
des Schwerpunktes des Bogens SB^. Alsdann folgt 

g^ = — I a; SoJ ("-] dx = \inx ©in {^\ -im ©in (■-] o^^T_*' 
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und wenn raim beauUet, daß m @m (-^j — s^ (vg!. Aufg, 5, S. 271) und 
m ßoj (■ ' ) = ^, ist, ergibt sich 

ii = ■^i - ™ (s/i - '») ■ 
Ferner wird 

% - II /s»l' (5) ■'=« - 'i;-' [ [ Sin (") + 2IC' 
(Tgl. Autg. 16, S. G8), oder 

1. - f [y ®™ 'S»! O + {J":- i(?^ + T') ■ 

Bei Einführung des Winkels a^, den die in F^ gezogene Tangente 
mit der positiven Richtung der a:- Achse bildet, wird s^ = m tgßj (vgL 
Aufg. 5, S. 271), daher 

li= x^— (y^ — jji) cotK^, ijj =s (j/i + *i cot«i). 

Diese Formeln liefern sofort eine einfache Konstruktion der Koor- 
dinaten des Schwerpunktes des Bogens SF.^^. Offenbar ist ^j gleich der 
Abszisse des Schnittpunktes der im Scheitel 8 und in P^ gezogenen 
Tangenten der Kettenlinie; wie diese Tangenten konstruiert werden, ist 
schon in Teil I, S. 48 gezeigt worden. Die Ordinate iji ist offenbar halb 
so groß wie der Abschnitt, den die Normale von Pj auf der j/-Achse 
abschneidet. 

b) Ist P^{x^, y^ ein anderer Funkt der Kettenlinie, dessen Abszisse 
dasselbe Vorzeichen haben möge wie die Abszisse von Pj und ist s^ > s, 
die Länge des Bogens SP^, dessen Schwerpunkt die Koordinaten l^, i]^ 
hat, so findet man leicht für die Koordinaten |, rj des Schwerpunktes 
des Bogens F^P^=^ s = s^ — s^ die Werte 

t «5 I5 — ■'<i li „ s, 17, — Sj JIi 



Haben die Abszissen von P^ und Pg entgegengesetzte Vorzeichen, 
liegen also Fy und P^ mit bezug auf die j/-Acbse auf verschiedenen 
Seiten, so ist s = s^ + s^ und man findet für die Koordinaten des Schwer- 
punktes des Bogens F^F^: 



J _!._...? 



^1 ^1 ^ — ^S 1i + ^1 ^1 



6. Die Koordinaten des Schwerpunktes eines Bogens Pj P^ der 
Farabel y^ = px zu berechnen. 
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Ist s die Länge des Bogens PjPg, so wird 

und ■wenn man wie inÄufg. 8,8.275 durch die Substitution 2!/:;> = ®ilU6 
Lyperbolisclie Funktionen einführt, folgt 

sl =i-p^ f ®in^ u '&o'\^ u du = l^p^J ®i-p}2udu, 

oder mit Benut/uag von Aufg. 16, S. 68: 

s| = "ä^iJ* [©in 4m — itillZ",'- 
Ferner findet man 

Hierbei ist nach Aufg. 8, S. 275: 

s=.ip[©iii2M + 2M]';:;^'- 

Der Ausdruck für sj; kann in eine einfache Gestalt gebracht werden, 
wenn man eich daran erinnert, daß der Ausdruck \p Eof'*» gleich der 
Länge p des dem Punkt mit dem Parameter v, augehörigen Krümmungs- 
radius ist (vgl. Aufg. 1, S. 296). Offenbar wird alsdann 

wo pi, pj die Längen der zu den Bndpunkten Pj, Pj des Parabelbogens 
gehörigen Kr ümmungsr adieu bedeuten. 

7. Die Kooi-dinateu des Schwerpunktes eines Bogens der logarüh- 
mis<3ien Spirale r = ae^ zu berechnen; d-^ und &^ seien die zu den End- 
punkten P^, Pg des Bogens gehörigen Polarwinkel. 

Die Bogenlünge wird nach Regel 3, S. 268 f. 



s E - yV cos » ]/r' + (IJ)' li» - o> 1.'2 /"e' ■' 00» » 1» 
= r]- a^l/2 Te^'* (2 cos # + sin #)J'^^ , 
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(vgl. Aufg. 1, S. 105), analog 

8. Man bestimme die Koordinaten des Schwerpunktes eines Bogena 
der Schraubenlinie, die darch die Parameterdarstellung 

X^acoei, 1/ = a sini, z = -^ = lil 

gegeben ist. Die Endpunkte des Bogens seien durch die Parameter ( = 
und t = t^ bestimmt; li,\ = Cj sei die zum Punkt mit dem Parameter i^ 
gehörige s-Koordiaate. 

Offenbar liegt die Schraubenlinie auf dem geraden Kreiszjlinder, 
dessen Achse mit der 0-Ächse des Koordinatensystems zusammenfällt; 
die zur Achse rechtwinkligen ebenen Schnitte des Zylinders sind Kreise 
vom Radius a. Man kann die Schraubenlinie als Balm eines Punktes P 
betrachten, der sieh auf dem vertikal stehend gedachten Zylinder so bewegt, 
daß der Abstand desPunktesP von einer w agre cht en Ebene (der a: «/-Ebene) 
dem Winkel proportional ist, den die senkrechte Projektion des Punktes 
auf diese Ebene beschreibt. Während diese Projektion einmal einen Kreis 
vom Radius a durchläuft, ändert sich die ^-Koordinate des Punktes P 
um den Betrag li, die sogenannte Ganghöhe der Schraubenlinie. 

Die Bogenlänge wird (vgl. Regel 4, S. 269) 

s =J Va^+ h^dt = ya-+J^f,: 
ferner wird *' 

5 1 = / -j/a^ -fk^ a cos tdi = a Va^~^~k^ sin (^ , * ^ ^ ä*" 'i ' 

st-fya'+k^lctdt =^+*^%^^ S= J «^i- 

9. Den Schwerpunkt des Segments zu bestimmen, das von der 
Parabel y^ = px durch die Gerade x ^ x^ abgeschnitten wird. 

Der Flächeninhalt F dieses Segments igt nach Aufg, 24, S. 7 gleich 
* XiYpXi] femer wird 

F^^ f i xdxdy^ 2)/^ f xy^dx ^ --Vp^i^, ^ilso '^ = y-x^. 
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Der Schwerpunkt liegt natürlich auf der Achse der Parabel, seine Ordi- 
nate ist daher -»J = 0; wie man sieht, ist g unabhängig yon dem Parar 
meter p der Parabel. 

10. Den Schwerpunkt der Fläche zu bestimmen, die durch den 
Bogen OPj der Kurve y^cx"^, (w>0), die Ordinate JJfjP^ von F-^ und 
das Stück OJfj der a^-Achse begrenzt ist (Fig. 8, S. 8). Ferner be- 
atimme man die Kurve, die der Schwerpunkt S der jeweiligen Flüche 
PjOJlfiPi beschreibt, wenn der Punkt P, auf der Kurve fortrückt. 

Die Fläche PiOJf,Pi hat den Inhalt F^~ cx^''''-^-\_-~x^y^. 
Ferner ist 



Z''| "' 1 j X dx dy = c I x" '^ ' tlx = ^^\^- , k 
Fn = J jydxdy= -^ c^ j x^" dx = y ~ 






+ 1) 2(2H + 1 



'J = ä-(2V4-l^?'l- 



Die Bahnkurve des Punktes S ergibt sich durch Elimination von 
x^, y^ ans den Gleichungen für ^, ij und aus y^ = cx^^. Man erhält die 
Parabel n^"' Ordnung 

11. Die Fläche des ersten Quadranten der Ellipse 



I Je 



^ 1 



sei mit Masse belegt, deren DTchte an der Stelle x, y durch y = xxy 
gegeben ist, wo x eine Konstante bedeutet. Die Koordinaten des Schwer- 
punktes der Fläche zu berechnen. 

Für die Masse des Quadranten findet man 

M = % i j xydxdy = ^ j x[a^ ~x-)dx =- na^fc^; 

fem er wird 

ilf I = xf Jx'y dxdy = ^^ -Aa'V, 
Myi ^ k j j xy^ dxdy ^ — xa-h^, 
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12. Die Grleichung einer ebenen Kurve ist in Polarkoordinaten 
durcli r = /■(S-) gegeben; man bestimme den Schwerpunkt des Sektors, 
der durch einen Bogen der Kurve und die Radienvektoren seiner End- 
punkte P,()\,*i) und P5(»-3,#2) bestimmt ist. 

Der Flächeninhalt des Sektors ist nach Regel i, S. 246f.; 

S = lfr-d&, wobei r = f{»). 

Für die recIttwinUigen Koordinaten |, (j des Schwerpunktes in einem 
Koordinatensystem, dessen Anfangspunkt und :f;-Ach8e mit Pol und 
Polaraehse des Systems von Polarkoordinat«n zasam.menfallen, findet mau 



S| = ifr^ cos & dt, Stj = \-fr 



a9d%. 



wobei wieder r — f[p) ist. 

13. Man bestimme hiernach den Schwerpunkt des Kreisseitors 
AOBA inAufg.4, S. 328. 

Aus Gründen der Symmetrie wird ij = 0; ferner findet man 



= —((»' cos % d 



und mit Rücksicht auf S ^-^u^a folgt 

wobei der Nenner « das ^um Zentriwinkel a gehörige Bogenmaß (vgl. 
Teil I, S. 30) bedeutet. 

Insbesondere für den Halbkreis (-^ « = 180") wird | = ^ , für den 

Quadranten (-^ « = 90") wird i = -?-^- ■ 

14, Den Schwerpunkt der von & = bis # = jt gerechneten Fläche 
der Archimedischen Spirale r-^aO' (vgl. Teil I, S. 38) zu bestimmen. 

Der Inhalt dieser Fläche wird 



■, fa-&-d& = 



yGoosle 



334 § 21. Bestimtn. d. Masse nicM homog. geom. Gebilde; Maseeamittelpiiiikt. 
Ferner findet man 

S|=|a'/#^eos*<?a- = |a^[3-=8ma'4-3*^cos'a- — ea-sinS-— 6cosO]", 

(vgl. Aufg. 5, S. 106), oder 

S^i =|a'"' /'^^sinS-riö' =^|a^[— -S^cos^h + SO-^sinO' + eOeoa* — 6sinO]" 
= — a*(ffi°— dk), daher 12=" ! " 

lÖ. Der zu dem Intervall von a: = a:i bis ic = x^ gehörige Bogen 
der Kurve y = ((x) rotiert um die a;-Aclise; man soU den Schwerpunkt 
des Mantels des so entstehenden Rotationskörpevs bestimmen. 

Der Flächeninhalt des Mantels ist bekanntlich (vgl. Regel 2, S. 295) 



o=2,/j-)/r+(27ix; 



der Schwerpunkt liegt aus Gründen der Symmetrie auf der fl!-Achse, 
und zwar findet man seine Abszisse durch 



0|-2=,/i,,]/l+(2)V=.. 



16. Die vorstehende Formel auf die Oberfläche der Zone anzu- 
wenden, die aus einer Kugel durch zwei parallele Ebenen herausge- 
scLnitten wird. 

Die Kngei entstehe dareh Rotation des Kreises x^+ y^= a^ nm 
die ai-Ächse; « = a^i und x = x^ seien die Gleichungen der EbeneUj die 
die Kugelzone herausschneiden. 

Aus x'^ + y- ^ c\? folgt 

daher 

= i^;t I adx ^ 2ax(x-2 — Xj) . 
Ferner wird 

0| « 2.-T / axdx = ajr(a:/— x^^), | =- -}{x^ -f x^j, 
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der Schwerpunkt ist daher der Mittelpunkt der durch die Ebenen x = x^ 
und X — X2 auf der Rotationsachse begrenzten Strecke. 

17. Den Schwerpunkt des KÖi^pers zu bestimmen, der aus dem 
Ellipsoid 

durch die zwei zur a^-Ächse rechtwinkligen Ebenen x = ä'j und x = x^ 
herausgeschnitten wird. 

Für das Volumen dieses Körpers findet man (vgl. Äufg. 4, S. 3071'.): 

7= '^f j {a^ — x^)dx =^Yl{$a-{x2— x^) — {x^^— Xj^)\. 



Yl=-jfjxdxdydg^^-l^ j(a'x-x')dx 
daher 

i ^Cl^ix ■ X 't -^ X ^ X ^ i 3ft' i^^ X ^ XX 

Die Koordinaten 1], l des Schwerpunktes sind natürlich Null, da 
der Eorper symmetrisch um die a;-Achae angeordnet ist. 

18. Eiu gerader Kreisicegel von der Höhe h und mit einer Basis 
vom Radius a ist gegeben; man bestimme den Schwerpunkt des Kegel- 
mantels und des körperliehen Kegels. 

Wir können den Kegel dadurch entstanden denken, daß eine 
durch den Koordinatenanfaug gehende, unter dem Winkel a gegen die 
a:- Achse geneigte Gerade um diese Achse rotiert; dabei muß iga = a:h 

Für die Abszissen |o und I7 der Schwerpunkte von Mantel und 
Volumen des durch Rotation der Kurve y = f{x) um die 3;- Achse ent- 
stehenden Rotationskörpers gelten alsdann die Formeln 

Oh = ^Tt fx^yi -i- (^fdx, V^v^ % jxyHx. 

Im vorliegenden Falle ist bekanntlich 
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3ii6 I 21- Bestimm, d. Masse nicht homog. geom. GebiMe; ilassonmittelpunkt, 
daher wird 

Die Koordinaten i; und £ sind infolge der Symmetrie des Kegels 
gleich Null, sowohl für den Sdiwerpuiikt des Mantels als für den des 
Körpers. Beide Schwerpunkte liegen im Innern des Kegels auf dessen 
Achse, der erste im Abstand jh, der zweite im Abstand \h von der 
Basis. 

19. Bei einer Kugel vom Radius o, bestimme man den Schwerpunkt 
des zu einem Zentriwinkel von der Größe 2k gehörigen Seictors. 

Wählt man die Symmetrielinie des Sektors als r-Aehse und im 
übrigen das Koordinatensystem so wie in Aufg. 20, S. 317, so erhält 
man für das Volumen V des Sektors nach Aufg. 21, S. 317 

F=|a.=jcsin^|ß; 
ferner wird 

r^a\v = a 9 = 2n c 

Vt, = j f j r^ sini) COS ij) dr äii d& = la'^'Tt j sm'2il!dtl> 

= ^ö*;c(l ~ cos 2k) = |-a^resin^K-=a*:rain^ ^-kcos^ \a, 



Die Koordinaten l, und i? sind natürlich Null. Insbesondere für eine 
Halbkugel wird cc = 90'' und § = fa. 

20, Aus einer durch die Ebene « = (oder i) = \x, vgl. Aufg. 23, 
S. 290) begrenzten Halhhugel (Mittelpunkt 0) vom Radius a wird durch 
zwei Meridianebenen, die miteinander den Winkel « bilden, ein keilför- 
miger Körper herausgeBchuitten; man soll dessen Schwerpunkt bestimmen. 

Für das Volumen V des Körpers besteht offenbar die Proportion 
V: \a^7C = ß" : 360", daher ist V= ^a^ß, wo nun ec das zum Winkel k 
gehörige Bogenmaß beim Kreis vom Itadius Eins bedeutet. 

Fällt die eine der beiden Meridian ebenen mit der a;^-Ebene zu- 
sammen, so folgt (vgl. Aufg. 20, S. B17): 



= / / / j-^sin^i/jcos&t^rtiiiitZö-^-T-rt'aiu« i si 
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Vi}= I j j r^sm^tl'sin&drdiljäf^ = (1 — cosk), 

Man erhält somit 

Insbesondere für den Kugeloktanten (k = yjr) wird I = jj = £ = * «. 
21. Besteht ein Korper von der Gesamtmasse M aus einzelnen 
Teilen von den Massen M^, M^, . .., deren Schwerpunkte die Koordi- 
naten 1^, ijj, £^; Ij, j^gj Ssi ■ ■ ■ Ilaben, während die Dichte an irgend einer 
SteRe P dieser Teile durch 'y-^^{x, y, «), bzw. y^{x, y, s),... gegeben ist, 
so folgt aus der Definition des Schwerpunktes, daß die Gleichung 

(1) M%=j f j y,{x, y, £)xdxdydz-{-i j j 'y^{x, y, z)xdxdydz -\ 

oder 

(2) i1/|- ZlfJ^-l-J4s.+ --- 

besteht, wobei ^ die 3;-Koordinate des Schwerpunktes S des ganzen 
Körpers bedeutet; und entsprechende Gleichungen gelten für die y- und 
Ä-Koordinate. Den Integralen sind natürlich noch die Grenzen bei- 
zufügen. 

Ist die Dichte des Körpers homogen, V sein Volumen und sind 
y^, Fj, ... die Volumina der einzelnen Teile, so tritt 

(3) yi - i'j, + 7, g, + ■ . ■ 

an Stelle der Formel (2). 

Man soU nun die Gleichung (3) bei Bestimmung des Schwerpunktes S 
eines Körpers anwenden, der aus einer HaWkugel vom Radius a und 
einem geraden Kreiskegel so zusammengesetzt ist, daß die Basis der 
Halbkugel mit der Basis des Kegels zusammenfällt; die Hohe des Kegels 
sei Ä. Man benutze hierbei die Ergebnisse Ton Aufg. 19, S. 336 und 
Aufg. 18, S. 335f 

Die Kegelachse liege in der a:-Achse, rechts von der i/s-Ebene, der 
Mittelpunkt der Kegelbasis im Koordinatenanfang. Die Koordinaten tj 
und £ des Schwerpunktes S sind infolge der Symmetrie des Körpers 
zur a;- Achse gleich NuD. Da ferner die Koordinate h,^ des Schwer- 
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338 § 21. Bestimm, d. Masse nicht homog, geom. Gebilde; Masseumittelpunkt. 

Punktes der Halbkugel gleicli — |«, die des Schwerpunktes des Kegels 
|g= i/( igt, folgt mit Rücksicht auf (3): 

(-|-rt*;i + -|a^jrft)| = — -f fl'ro - -a + -^a-Tth ■ ^h, 
daher 

Im Falle /i = u "|/3 wird | = 0, der Schwerpunkt des Körpers liegt 
im Mittelpunkt der Halbkugel. Da eich nun ein in einem Punkt unter- 
stützter Körper im Gleichgewicht hefindet, wenn dieser Punkt senkrecht 
unter dem Schwerpunkt des Körpers liegt, so ist im FaUe h^^aYS 
Gleichgewicht vorhandenj gleichgültig mit welcher Stelle der Halbkugel 
man den Körper auf eine wagreehte Ebene aufsetzt.^) 

22. Man soll die folgenden beiden Sätze beweisen: 

a) Das Volumen des Rotatioitskörpers, der entsteht, wenn der Bogen 
P^Pj einer ebenen Kurve oder, was den gleichen Erfolg haben würde, 
die Fläche Pj ZIf, jlfjPj um die in der Ebene der Kurve liegende Achse 
M^^M^ rotiert, wird erhalten, indem man den Inhalt der rotierenden 
Fläche mit der Länge des Weges multipliziert, den der Schwerpunkt 
der Fläche bei der Rotation beschreibt. 

b) Der Flächeninhalt des Mantels desselben Rotationskörpers wird 
erhalten, indem man die Länge des rotierenden Eogena mit der Länge 
des Weges multipliziert, den der Schwerpunkt des Bogens bei der Ro- 
tation beschreibt.^) 

Wählt man nämlich die Rotationsachse als 3;-Achse und ist y = f{x) 
die Gleichung der rotierenden Kurve, so ist die Ordinate »Ji des Schwer- 
punktes der rotierenden Fläche vom Inhalt F nach Regel 4 und 6, 
S. 326 f. gegeben durch 

-F^j = / \dx, daher wird F ■'2%'ri^ = ti \ ifdx , 

wobei y durch f{x) zu ersetzen ist. Die rechte Seite der letzten Glei- 
chung stellt aber nach Regel 1, S. 295 das Volumen des Rotations- 
körpers dar. 

1) Vgl. A. Fuhrmann, Aufgaben aus der analjtiBchon Mechanik, 1. Teil, 
a. Aufl., Leipzig 1879, S, 78, 

2) Die beiden Sätze waren schon dem Matbcmatikei' Pappns bekannt, der 
um das Jahr 300 n. Chr. in Aleiandrien lebte; vgl. Pappi Alesandriiii CoUec- 
tionis quae supersunt, hrsgg. Ton F. Hultscb, Bd. 2, Berlin 1977, 8. 682, Der 
auf das Volumen dea Rotationskörpers hezügliehe Satz wurde von P. Qtildin 
wieder gefunden und im 2. Buche seines Werkes Centrobaryca, Wien 1640 ver- 
öffenUieht; der Batz ist unter dem Namen der Guldinschen Regel bekannt, würde 
jedoch, richtiger nach Pappus genannt werden. 
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Regeln von Pappus (Guldin). Trägheitsmomente, 339 

Zum Beweis des Satzes h) beachte man, daß die Ordinate ijj des 
Schwerpunktes des rotierenden Bogens s nach Regel 8 und 6, S. 326f. 
gegeben ist durch 

Die rechte Seite der letzten Gleichung stellt aher nach Regel 2, S. 295 
den Flächeninhalt des Mantels des Rotationskörpers dar. 



§ 22. 

Bestimumiig von Trägheitsmomenten. 

Schon auf S. 325 und 326 wurde das statische oder lineare Moment 
eines Massenelements oder eines Systems solcher Elemente in bezug 
auf eine Gerade oder eine Ebene behandelt. Dort war die Masse m 
eines jeden Elements mit der ersten Potenz seines Äbstandes von der 
Geraden oder Ton der Ebene zu multiplizieren. Tritt an die Stelle der 
ersten Potenz das Quadrat des Äbstandes r, so erhält man das Träg- 
heitsmoment 



des Massensysteras, und zwar das aclisiale oder das planare 1 
inent, je nachdem die Größen r^ Abstände von einer Geraden oder von 
einer Ebene bedeuten soUen, Ganz entsprechend werden die Trägheitsmo- 
mente von rein geometrischen Gebilden, also von Kurvenbogen, Flächen 
und Körpern definiert; die zugehörigen Elemente sind bei rechtwinkligen 

Koordinaten: f^s = 1/1 -ri-r-) dx, dxdij, dxdydz . 

Das Trägheitsmoment eines Körpers ist wichtig für die Mechanik, 
so z, B. hei der Bestimmung der Schtvingirngsdauer des physischen Fm- 
dds, d. h. eines Körpers, der um eine wagrechte nicht durch seinen 
Schwerpunkt gehende feste Achse drehbar ist. In der Mechanik wird 
gezeigt, daß die Schwingungsdauer eines beliebigen physischen und eines 
mathematischen Pendels von der Länge l übereinstimmen, falls 



ist. Hierbei bedeutet J das Trägheitsmoment des physischen Pendels 
in bezug auf die Drehachse, M dessen Masse und A den Abstand seines 
Schwerpunktes von der Drehachse; die Größe l bezeichnet man als 
reduzierte Pendellänge. 
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340 § '^3. BedtiüimuiJg voii Trägheitsraomeuteii. 

Ferner ist z. B. die lebendige Kraft einer um eine feste Achse mit 
der Winkelgeschwindigkeit ra rotierenden Masse gleich dem Produkt 
aus yo^ und dem Trägheitsmoment J~ der Masse in bezug auf die 
Achse; der Ausdruck ^J(o^ stellt die in dem rotierenden Körper auf- 
gespeicherte Energie dar. 

Das Trägheitsmoment ebener F^clLen wird als achsial, auch als ägiia- 
torial bezeichnet, wenn es auf eine in der Ebene der betreffenden Fläche 
liegende Achse bezogen wird, als polar, wenn es auf einen Pnnkt P 
dieser Ebene oder, was anf dasselbe hinauskommt, auf eine durch F 
rechtwinklig zu der Ebene gelegte Achse bezogen wird. 

Das achsiale Trägheitsmoment ebener Flächen wird in der FesUgkeits- 
lehre bei Bestimmung der elastischen DurchMegung eines belasteten ein- 
gespannten oder auf Lagern ruhenden Baikens benutzt, sowie bei Be- 
stimmung der Spannung, die die einzelnen Teile eines Balkenquerschnitts 
erleiden. 

Für die Trägheitsmomente Yon Bogen, ebenen Flächen und Körpern 
gelten folgende Regeln: 

1. Die Trägheitsmomente rT^ bzw. J^ des sich vom Punkt I\ bis 
zum Punkt Pg erstreckenden Bogens der ebenen Kurve y=f{x) in bezug 
auf die 3:-Achse bzw. y-Achse sind durch die Formeln gegeben: 

2. Für die Trägheitsmomente einer in der a:i/-Ebene liegenden 
Fläche mit Bezug auf die x-Ächse bzw. !/-Achse gelten die Formeln: 

J^ = / j ifdxd'ii, J'y^ I j x^dxdy. 

Wird hier erst nach p dann nach x integiierfc, so sind für tj^ uEd y^ 
die entsprechenden Fimktionen von x einzutragen, x^ und x^ sind dann 
reine Zahlen; wird umgekehrt erst nach x, dann nach y integriert, so 
sind im allgemeinen x^ und X2 Funktionen von ij, hingegen g^ und y^ 
reine Zahlen (vgl. Regel 6, S. 305). 

3. Für das Trägheitsmoment J^ einer in der xy-'Ehen& liegenden 
Flache mit Bezug auf eine durch den Koordinatenanfang gehende zu 
dieser Ebene rechtwinklige Achse (s-Achse) gilt die Formel 

J^^ff(x^ + y'-)dx(hj. 

Wie man sofort bemerkt, ist J.^ '•^., t -J,,- 
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TrägheitBinomcnt in bezug auf parallele Acheec 341 

4. Die TrägheitBmomente eines Körpers in bezug auf die Achsen 
eines rechtwinkligen Koordinatensystems sind: 

■L=JJfi.^'+f)dxdyd^ 

die noch beizufügenden Integrationsgrenzen hängen natiirUch von der Be- 
grenKung des Körpers ab. 

5. Da der Ausdruck ^m^fi für das Trägheitsmoment die (^a- 
drate der Abstände der einzelnen Massenelemente von der betreffenden 
Achse oder Ebene enthält, sind die Trägheitsmomente quadratische Mo- 
mente oder solche zweiter Ordnung. Zu diesen gehören auch die so- 
genannten Zenirifugalmomente oder Deviationsmomente; sie beziehen sieh 
aaf ein Paar von (meist zueinander rechtwinkligen) Achsen oder Ebenen 
und sind Ausdrücke von der Form ^»tjT.Si, wo r^ und s^ die Abstände 
des Massen elementes m. von den beiden Achsen oder den beiden Ebenen 
bedeuten, je nachdem es sich um ein achsiates oder planares Zeotrifugal- 
moment handelt. Entsprechendes gilt für rein geometrische Gebilde. 

Wir geben hier nur die Formel für das Zentrifugalmoment Z^ 
eines in der a^y-Ebene liegenden Flächenstücks in bezug auf das Paar 
der Koordinatenachsen. Man erhält 



^.,y^fj ^y^^^^V' 



und hier ist bezüglich der integrationsgrenzen dasselbe zu bemerken 
wie zuvor in Hegel 2. 

6. Ais 'i'rägheitsradius eines Maasensystems bezeichnet man eine 
Strecke von solcher Beschaffenheit, daß das Produkt aus dem Quadrat 
der Lauge dieser Strecke und der Geaamtmaaae des Systems gleich dem 
Trägheitamoraent J" dieses Systems ist. Je nachdem Jachsial oder planar 
ist (vgL S. 339), unterscheidet man axiale und planare Trägheitsradien. 
Entsprechend iat der Trägheitaradius bei rein geometrischen Gebilden 
zu definieren, und ea sind drei Fälle zu unterscheiden, je nachdem 
dieses Gebilde eine Kurve, eine Fläclie oder ein Körper ist. 

Beispiele. 

1. Zunächst soll ein Satz bewiesen werden, mit Hilfe dessen sich 
die Bestimmung von Trägheitsmomenten häufig sehr vereinfacht. Er 
lautet : 

Das Trägheitsmoment J^ eines Körpers von der Masse M in bezug 
auf eine beliebige Achse g erhält man, wenn man das Trägheitsmoment 
,/i des Körpers in bezug auf eine durch seinen Schwerpunkt 8 parallel 
zur Achse g gezogene Gerade (a:- Achse) um das Produkt aus M und 
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dem Quadrat 
nach, ist 



§ 23. Bestimmung 
' des Äbstandüs c 



von Trügheitämom enteil. 
der beiden Achsen vermelirt. 



J^^.T^+cm. 



Der entsprechende Satz gilt auch für einen rs 



geometrischen 



isehe Gebilde sein, 
luf den Fall eines 
st das Beweis ver- 



Körper, ferner für E'läeken und Kurvenbogen, und zwar können diest 
mit Masse belegt sein (vgl, S. 324f.) oder rein geometrisi " 

"Wir beachränken uns beim Beweis des Satzes i 
Körpers von der Masse M\ in den anderen Fällen i 
fahren ähnlich. Der Anfangspunkt eines Systems rechtwinkliger Koor- 
dinaten X, y, z liege im Schwerpunkt S , die j:- Achse sei, wie schon 
angedeutet, zur Achse g parallel und außerdem möge diese Gerade g in 
der a;y-Ebene liegen, was jederzeit angenommen werden kann, denn 
sollte diese Voi-aiissefczung einmal nicht erfüllt sein, so kann man das 
Koordinatensystem um die a:-Acbse dreben, bis sie erfüllt ist. 

Bezeichnet dm ein Masseneleuient des Körpers, so ist alsdann 

J,'-j\if-\-s^)dm, J^=J {(ji±cy-i-z^]dm, 

wo das Integralzeichen im allgemeinen eine dreifache Integration an- 
deutet (Tgl. Regel 2, S. 325). Bei j; + c ist das obere oder untere Vor- 
zeichen zu setzen, je nachdem der Schnittpunkt der Achse g und der 
«/-Ache eine negative oder positive »/-Koordinate hat. Man erhält 

J, =/(?/' + 2')'^'» + Cfdm ± 2cJ\jdm 

und hier verschwindet das letzte Integral, denn sein Wert ist nach 
Regel 3, S, 325f. der y- Koordinate des Schwerpunktes S proportional, 
die jetzt Null ist, da S im Koordinatenanfang liegt. So ergibt sieh in 
der Tat 

2. Der eine Endpunkt A einer Strecke von der Länge l hat von einer 
mit dieser Strecke in derselben Ebene liegenden Achse (ar-Achse) den 
Abstand a, der andere Endpunkt B den Abstand h'^u. 
Man soll das IVägheitsmoment der Strecke AB in 
bezug auf die Achse bestimmen. 

Legt man die (/-Achse durch den Punkt A recht- 
winklig zur a;-Achse nnd bedeutet a den Neigungs- 
^'^ '"" Winkel der Geraden AB (Fig. 78), so \%iy = a^x tg« 

deren Gleichung. Nach Regel 1, S, 340 wird also 



-/'"^ 



'' dx ^ ^l{?»a^ + 3MUin« + ^^sin^a), 
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Trägbeitsraüinent cinev Strecke und eines Kveistogcns, -543 

und wenn man sin a vermöge Isma =^b — a eliminiert, folgt 

3. Die Trägheitsmomente eines zum Zentriwinkel a geliörigen 
Kreisbogens Bollen in bezng auf zwei zueinander recht- y 
winklige Kreisdurchmeaeer bestimmt werden, deren einer 
durch den einen Endpunkt des Bogens geht; die Länge 
des Kreisradius sei a. 

Bei der aus Fig. 79 ersichtlichen Lage des Koordi- ^"* '^' 

natensvstems und bei Benutzung von Polarkoordinaten r, ist all- 



äen Fall, wo r = a die Gleichu 
J^ = ja^ sin* # (!%■ = l «ä ^a - 



Im vorliegenden Fall, wo r ^ a die Gleichung des Kreises darstellt, er- 
hält man 



kcosk), 



J^j = /o^C03^ö-(?* = \ a^{a + sin K cos ß). 

Das Trägheitsmoment der ganzen Kreisperipherie in bezug auf 
irgend einen Durchmesser wird offenbar J"= o^tc. 

4. Die Trägbeitsmomente einer durch 

X = ifi[t), y '^ %{f), s = [/;(i), 
gegebenen Kaumkurve in bezug auf die Koordinatenachsen zu bestimmen. 

Nach Kegel 4, S. 269 gilt für ein Bogenelement ds der Ranmkurve 
die Formel äs =~^(p'{tY + %' (ty + ■^' {ff dt. Da femer die Ausdrücke 
y^ + z^, ^ ■\- x^, x^ + y^ die Quadrate der Abstände des Punktes F{x, y, ij 
von den Koordinatenachsen darstellen, erhält man ähnlich wie in Regel 1, 
S. 340 bei einer ebenen Kurve: 

■^. =J U' + f'') V9'^ + %'' + 4''^dt, 
J^ -Jlf' + tp^)V(p'^+y' -i- ^'^ dt, 
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344 § 22. Bestimmung von Trägheit smomoiitcu. 

5. Man wende die vorBtehenden Formeln an auf eioe Strecke von 
der Länge l, die der Geraden 

X = a -\- taosK, y = b -\- taosß, £=-c-\-tcosy 

angehört. Der eine Endpunkt Pj der Strecke habe den Parameter i = Oj 
also die Koordinaten a,i, c; t = l ist der Parameter des in der Rich- 
tung K, ß, y auf der Geraden gelegenen anderen Endpunktes I'^ der 
Strecke. 

Man erhält 

'h =/'{ (& + i cos ßY + {<: + i cos yf ] dt, 



denn -{-y^)"^ + z'^ + j/j'- wird hier -j-ycos^a + cos^i^ + cos^ y = l; die 
Ausrechnung ergibt 

</j. -= i [b- -\- c^ -\- 1 (b cos ß -\- c cos ]•) + jl^ siu^ u ] ■ 

Entsprechende Werte haben J"^ und J^. 

6. Die Seiten eines Rechtecks haben die Längen b und /t; man be- 
stimme das Trägheitsmoment der Fläche des Rechtecks in bezug auf 
eine durch ihren Mittelpunkt parallel zur Seite i gezogene Gerade 
{x- Aclise). 

Man erhält bei Benutzung des aus Fig. 80 ersichtlichen Koordinsr 
tensystems 



.r^=hjy'dy^l^bl,}\ 



Das Trägheitsmoment eines Rechtecks ist wichtig zur Bestimmung 
der Trägheitsmomente anderer Figuren, die aus Rechtecken zusammen- 
gesetzt sind. Wird z.B. aus dem Rechteck J..B CD in Figur 80 ein Recht- 
eck EFGH herausgeschnitten, dessen zu AB und CD parallele Seiten 
„ EF und GH von der .r- Achse um die 

Strecken ^ A^ entfernt sind, so erhält 
man eine Figur (Fig. 81), deren Träg- 
heitsmoment J^ in bezug auf die rr- Achse 
gleich ^^ h (/** — Ä[^) ist. 

Werden die beiden Rechtecke ÄBEF 
und GHGD aA&t Flansc}ien durch einen 
StegJffiitfif von der Breited verbunden, 
der die y-Achse zur Symmetrielinie hat, so erhält man den Querschnitt 
der Eoppel-'\ -Eisen oder I-Eisen, nur mit dem geringfügigen Unter- 
schied, daß bei dem Querschnitt dieser Eisen die Ecken bei E, F, 
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Träglieitsmoment eines Keohtecks. Widerstandsmoment, 34.5 

G, H, K, L, M, N abgerundet sind und die inneren Flau sollen flächen 
nicht genau parallel zu AB und CT) verlaufen, sondern gegen AB und 
Ol) etwas geneigt sind. Ist EK = LF '^ j\, somit d=^h — \, 
so wird 

denn J^ ergibt sich, wenn man von dem Trägheitsmoment des Recht- 
ecks ASCI) die Trägheitsmomente ^3 ■ ^h\^ der Rechtecke EKGM 
und LFNH ahzieht. 

Wie aus der Definition der Trägheitsmomente hervorgeht, bleiben 
diese unverändert, wenn einzelne Flächenteile in einer zur Achse par- 
allelen Richtung verschoben werden. Wird z. B. in Figur 81 
der Steg KIiMN verschoben, bis KM mit EG zasammen- 
fällt, so eihalt man den Querschnitt der C-Eisen (Fig. 82). 
7. Bei einem belasteten Stah oder Balken, der bei- 
spielsweise am emcn Ende eingespannt oder an mehreren 
Stelleu aufgelageit ist, spielt die Bestimmung des eogenann- " jjjg.^ä. ' 
ten WiderbtayidsniommU eines Querschnitts eine wichtige 
Rolle. Allgemein versteht man unter dem Widerstandsmoment TT^ einer 
ebenen Fläche F in bezug auf eine in ihrer Ebene liegende Achse g 
den Quotienten aus dem Trägheitsmoment von F in hezug auf g und 
dem absoluten Abstand 1; der Achse g von derjenigen Stelle der Fläche 
F, die von g am weitesten entfernt ist. 

Es werde nun ein wagrechter prismatischer Balken durch vertikale, 
zur Längsrichtung des Balkens rechtwinklige Ebenen geschnitten und 
die in der Praxis wohl stets erfüllte Annahme gemacht, daß jeder dieser 
Querschnitte eine vertikale Symmetrielinie habe. Alsdann bezeichnet 
man die Verbindungslinie der Schwerpunkte dieser Querschnitte q als 
Achse des Balkens. In der Festigkeitslehre werden die Belastungen und 
Auflagerdructe durch Kräfte dargestellt, die in den Punkten dieser 
Achse angreifen. Eine wagreehte Gerade, die in einem Querschnitt g 
durch dessen Schwerpunkt gezogen ist, heißt die Ntiüinie, Sclnverpunkts- 
achse oder neutrale Achse des Querschnitts. 

Ist nun ein Stab oder Balken am einen Ende eingespannt und an 
einer oder mehreren Stellen belastet, oder ist er auf Stützen gelagert 
und heiastet, so wird er infolge dieser Belastung verbogen, es treten 
Spannungen ein, bei denen ein Teil der Längsfasern des Balkens 
einen Zug, also Verlängerung, ein anderer Teil einen Druck, also Ver- 
kürzung erleidet. Zwischen beiden Teilen liegt eine Schicht von Fasern, 
deren Länge sich nicht geändert hat, die neiärale FaserscMcM. Es wird 
ferner angenommen, daß Flächenelemente, die vor der Verbiegung in 
einem und demselben Querschnitt lagen, auch nach der Biegung in einer 
Ebene liegen. Wie in der Festigkeitslehre gezeigt wird, schneidet als- 
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dann die neutrale Faserschicht den Querschnitt q iE desKeii neutraler 
Achse.') 

Man pflegt anzunehmen, daS die Spannung e an irgend einer Stelle 
P des Querschnitts q dem Abstand Ton der neutraten Faseraehicht pro- 
portional ist; auf einer Seite derselben bedeutet u einen Zug, auf der an- 
deren Seite einen Druck, in beiden Fällen wird gewöhnlieb ö in kg/qem 
gemessen. Ist M das f(ir den Querschnitt berechnete Biegungsmommt 
(vgl. S. 35), J sein Trägheitsmoment in bezug auf seine neutrale Aebse, p 
der Abstand der Stelle P des Querschnitts von dieser Achse, so berechnet 
man die in P stattfindende Spanuung e, wie in der Festigkeitslehre ge- 
zeigt wird, nach der Formel 

Mp 

uiici der größte Wert, den die Spannung in einem Querschnitt erleidet, 
ist offenbar 

a^^II: W, 

wo W^Jii] das Widerstandsmoment des Querschnitts q bedeutet 
(vgl. S. 345). 

Ist die Gestalt des Querschnitts q nicht symmetrisch zur neutralen 
Achse, 80 wird er durch diese Achse nicht halbiert, sondern in zwei un- 
gleiche Teile q^ und q^ geteilt. Sind dann tJj und ij^ die absoluten Ab- 
stände dieser Achse von der am weitesten entfernten Stelle des Teiles 
^j bzw. q^, so unterscheidet man hei Bestimmung des Widerstandsmo- 
ments die beiden Fälle W^ = J": % und W^^ J : tj^. 

Zur Anwendung der vorstehenden Erläuterungen und des Ergebnisses 
von Aufg. 6 diene die folgende Aufgabe: 

Das eine Ende eines 110 cm langen Balkens aus Eichenbolz ist ein- 
gespannt, das andere Ende wird durch ein Gewicht von 500 kg auf Biegung 
beansprucht. Der Balken hat rechteckigen Querschnitt. Wie groß müssen 
die Breite b und die Höhe /; des Querschnitts sein, wenn die Spannung 
höchstens 80 kg/qcm (vgl. S. 29) betragen und die Tragfähigkeit ein 
Maximum, d. h. (nach Teil I, S. 126) h : h ^ 5 : 1 sein soU? 

Hier ist 

M = 110,500 kgcm, TF= yjh' : |/( = ihh'\ 

daher folgt 

„. 55000 . 6 55000 - 6 - 7 

A =.1/5775 = 17,9 cm, i= ^/( = 12 8cm 

1) Vgl. z B. A Föppl, Vorlesungen über tei-hmache Ue'-hanik Bd 1 
3. Aufl,, Leipzig 190B, S. 305—308; A. Kitter, Lehrbuch dei Ingenieur Mechanik 
2, Aufl., Leipzig 1885, S. 7; P. Stephan, Die tethninch^ Mb hiniL i T il I^ipziK 
und BetliQ 1906, S. 23. 
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8. Will mau bestimmen, welche Dimensionen der Querschnitt eines 
eiBeriien Trägers, z. B. eines Doppel-T-Eisens hei einer gewissen Be- 
lastung und bei gegebener größter Biegungsspannung G haben muß, so 
genügt die Berechnung des Widerstandsmoments W mit Hilfe von 
W=M:<i, wobei M das größte bei der gegebenen Belastung auf- 
tretende Biegungsmoment bezeichnet. Aus einer Tafel der deutschen 
Normalprofile für Doppel-T-Eisen^) kann man ^qqi^ 300kg GOOk^ 

alsdaun entnehmen, welches Normalprofll dem | 
gefundenen Widerstandsmoment entspricht, Ein liö0mJ5(ki} i 2(>nan\jmm 
Beispiel hierzu bietet die folgende Aufgabe, 
Wenngleich zu ihrer Lösung Integralrechnung 

nicht erforderlich ist, wird sie doch hier gelöst, um zu zeigen, von 
vrelcher Wichtigkeit die Bestimmung des Widerstandsmoments für die 
Festigkeitslehre ist. 

Ein Doppel-T-Träger aus Walzeisen ist in A und B unterstützt 
und in der aus Fig. 83 ersichtlichen Weise an den Stellen C, 1), E be- 
lastet; die größte zulässige Biegungsepannung 6 be- ^^ 
trage 1000 kg/qem. Man soll den Querschnitt be- Ä\ 
stimmen, dem das größte Bieguugsmoment M zugehört / | \ 
und mit Hilfe der Formel ^ M : W d3.s Widerstands- / f \ ^ 
moment W. '^ 

l-ig. 31. 

Die Lagerreaktionen bei Ä und B findet man (vgl. 
S. 36) gleich 600 kg bzw. 500 kg; für die Biegungsmomente in A, D 
und E ergeben sich die Werte 

M.A = ~ 30000 kgcm, Ms - + 30000 kgcm, Ms, = + 50000 kgcm, 

somit ist M= 50000, ir=50, man wird das Normalprofll Nr. 12 
wählen. 

9. Das Trägheitsmoment des Dreiecks AJ3G in hezug auf die Basis 
BC zu bestimmen. 

Ist h die Länge der zur Seite BC ~ a gehörigen Höhe des Dreiecks, 
so gilt für eine im Abstand HG = y parallel zur Seite BC gezogene 
Gerade EF (Fig. 84) die Beziehung 

EF : BC = AG : AS oder EF^ {h - y)-^- 

Für das gesuchte Trägheitsmoment erhält man somit 



^.-ß^^ä,^^aV^^ 



I) Vgl, K, B. Des Ingenieurs Taachenbuct. Herausgegeben vom akademische q 
Verein Hütte, 21. Aufl., Bd. 1, Berlin 1911, S. 659. 
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10. Von einer Farabd wird durch eine rechtwinklig zur Achse ge- 
zogene Gerade PjQi ein Segment (Fig. 85) abgeschnitten; wie groß ist 

y dessen Trägheitsmoment \n bezug auf die Achse der Kurve 

und wie groß ist es in bezug auf die Scheiteltangente? 
Man erhält 

T^=f fy^dxdy, 

'■«"«■ 1 = j< = -l^ 

wenn y^ = px die Gleichung der Parabel ist und der Punkt P^ die Ab- 
szisse x^ hat; die Integration ergibt 

Das Trägheitsmoment -J^ in bezug auf die Scbeitoltangente wird 
Jy=f fx^dxüy=^-|X{'y^. 

11. Zwei konzentrische Ellipsen, deren Achsen aufeinander fallen, 
bilden einen elUptiselie^t Ring; man bestimme dessen Tr^heitsmoment 
in bezug auf jede Achse der beiden Ellipsen. Für die äußere Kurve 
seien %, b, die Längen der Halbachsen, für die innere a < Hj, h <i\. 
Wird das Koordinatensystem in der üblichen Weise angenommen, so er- 
hält mau 

/,■= 4/ jy^dxdy — 4j jy^dxdy 



■- ' ij 1 (ctj- — x^y dx — -^ , j (a^ — x^) ^ dx, 



und hieraus geht durch die Substitution äi = «, cos /, hzw. x = a cos t 
der Ausdruck 

J^= - la^l^'^fsm^tdt + j^ah^fs'm^tdt 

2 " S ■'' 

hervor. Nach Aufg. 7G, S. 99 folgt schließlich 

Jj. = 4 "(f^i^i^ — ab^), analog J^ = 4 ^(%*^i ~ aH). 

Die Trägheitsmomente J^ nnd J^ einer vollen fiUipse ergeben sich 
hieraus durch die Atmabme a -= ?> = 0, 

für !) = CT und \ = ffl^ erhält man das Trägheitsmoment 

,7= J;t(a,*~fl*) 
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eines Kreisriags in bezug auf irgend einen Durchmesser des Binges; für 
eine Kreisfläche vom Radius «j wird J= {-Jia/. 

12. Ein eiserner Träger von Icreisförmigem Querschnitt ist an seinen 
Enden Ä, B auf Stützen geltigert, deren gegenseitige 
Entfernung 1,80 m beträgt. Im Abstand 50 cm von Ä 
hängt eine Last Ton 60 iig, im Abstand 30 cm von B eine 
solche von 88 kg (Fig. 86). Wie groß muß der Eadius 
des Querschnitts sein, wenn die höchste zulässige 
Biegungs Spannung 6 = 900 kg/qcm beti^agen, aber das Eigengewicht des 
Trägers nicht herttcksichtigt werden soll? 

Man bat zunächst zu untersuchen, welchem Querschnitt des Trägers 
das größte Biegungsmoment zugehört, und zwar kann hierbei nur einer 
der beiden Querschnitte in Betracht kommen, an denen die Lasten an- 
gehängt sind. Die ihnen zugehörigen Biegungsmomente seien, in sofort 
verständlicher Bezeichnungsweise, üf^o und Jlfiso- Fär die Lagerreaktionen 
an den Stützen findet man die Werte ^ = 58 kg, S = 90 kg, daher 
wird M,a = 58.50 = 2900 kgcm, Mj^^ - 58.150 — 60.100 = 2700 kgcm, 
das größte Biegnngsmoment beti^t daher 2900 kgcm. Das Träg- 
heitsmoment des Querschnitts in bezug auf dessen Nullinie ist (nach 
Aufg. 11): J = -jt[*3t, wenn a den Radius des Querschnitts bedeutet; 
das zugehörige Widerstandsmoment ist somit W = ja^%. Die schon 
in Aufg. 7 benutzte Gleichung s — M : W wird nunmehr 



nn(i 2900.4 , .,, 

900 = - -, - und ergibt 



- 1,6 cm. 



13. Wie gestaltet sich das Ergebnis von Aufg. 12, wenn der Quer- 
schnitt des Trägers ein Kreisring sein soll, bei dem der innere Radius 
a und der äußere a^ im Verhältnis « : cs^ = 4 : 5 stehen soUen? 

Nun wird (vgh Aufg. 11) 

J-= J- ro (a,* _ «1) = 1 a^^jt (1 - 0,8*), 

W=^a^^^(l - 0,8*) = l a^^a ■ 0,5904, 
also 

Tl / ~290ü"t " , r. 1 4 IE 

«i = K-9Öö:»-.o:5904 = ''^'=^ '^"'^ ß= j.-%=l,5cm. 

14. Hierhei geholt luch d e Auf^fabe, die Form eines Trägers zu 
bestimmen, dessen gioßte Spannung (bei gegebener Belastung) in jedem 
Querschnitt denselben Betrag ff haben soR (Träger gleicher Biegungs- 
festigkeit) hier ist alsdann der Quotient M : W gleich dieser konstan- 
ten größten Spannung zu setzen Wenn z. B. die Querschnitte eines 
Triers Kieise sein sollen und die m \ufg. 49, S. 37 behandelte gleich- 
förmige Belastung eines wigieiht ^ehgerten Balkons vorliegt, so kann 
man fragtn m welchei \"Veifie miß sich der Radius s eines solchen 
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kreisförmigeü Querschnitts mit seinem Abstand x vom Endpunkt B, des 
Balkens (Fig. 25) ändern, wenn M : W konstant sein soll? Dabei werde 
der Einfachheit halber abgenommen, daß der Balken an seinen Enden 
E, S gelagert, also in den Formeln von Aufg. 49, S. 37 die Große a = 
und h = ( sei. 

Hier ist M^ nach S. 37 gleich ^ qlx — ^ qx^, ferner W nach 
Aufg, 11 und 7 gleich \ x^ : z, man erhält daher zwischen x und s die 
Beziehung 

^ = 1 2"9^^ — 3 1^^] '■ i^s^ 
oder 
(1) 7t03''^2qx{l-~x), 

also die Gleichung einer Kurve dritter Ordnung (Fig. 87), Rotiert der 
Bogen JtS dieser Kurve um die a:-Aciise, so entsteht ein Körper gleicher 
3 Bieguugsfestigkeit. Es ist selbstverständlich, daß 

diese Kurve wegen der gleichmäßigen Belastung 
des Trägers zu dem in der Mitte des Trägers be- 
findlichen Querschnitt (x^ ^l) symmetrisch sein 
mußj und dies kommt in der Gleichung der Kurve 
zum Ausdruck, wenn man durch die Substitution 

X = {l + ^, z ^ t den Koordinatenanfaug an die Stelle x ^ jl der 

Achse des Trägers verschiebt, denn die Gleichung (1) der Kurve geht 

alsdann über in 

12) 2«.p-5(i'-4|'), 

und hier ist ^ nur mit einem geradzahligen Exponenten behaftet, die 
Kurve also tatsächlich zur ^-Achse symmetrisch. 

Ähnlich wäre hei einem Träger zu verfahren, dessen Querschnitte 
Rechtecke sind, man müßte aber, da die Dimensionen eines Rechtecks 
durch 0wei Größen, Breite und Hohe, bestimmt sind, hier noch eine 
weitere Forderung stellen, z. B. daß alle diese rechteckigen Querschnitte 
einander ähnlich sein oder gleiche Breite oder gleiche Höhe haben sollen. 
Es würde zu weit führen auf diese Dinge hier näher einzugehen. 

15. Die Summe J^ + t^j, der Trägheitsmomente einer ebenen Fläche 
in bezug auf zwei beliebige zueinander reehtwinkhge Achsen (a:-Achee, 
1/- Achse), die mit der Fläche in derselben Ebene s (xj/- Ebene) liegen, 
ist so groß wie das Trägheitsmoment J, der Fläche in bezug auf eine 
durch den Schnittpunkt der beiden Achsen rechtwinklig zu deren 
Ebene b gezogene Gerade (s-Achse). Dies ist zu beweisen. 

Aus 

•L^Jf(x^ + f)dxdy 
ergibt sich sofort 

(1) J, ^ffy^dxdy +fj'x^dxdy =J^ + J^ 
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Nun muß aber offenbar tSer Wert des Träglieitsniomeiits J^ ganz 
unabhängig sein von der Lage der zwei durch in der Ebene s ge- 
zogenen zueinander rechtwinkligen Äehaen, Würde man also in dieser 
Ebene durch zwei andere zueinander rechtwinklige Achsen \, ij legen, 
so wäre auch 
(2) J.--7i + J.- 

Aus (1) und (2) folgt sofort: Die Summe der Trä(ßvMsmimiente 
einer ebenen Fläche F in hesug auf ein beliebiges Paar siieinander recht- 
winkligen, mit F in derselben Ebene liegenden Achsen ist Iconstant, so 
la/nge der Schnittpunkt der beiden Adtsen derselbe bleibt. 

16. Für die Fläche eines Kreises vom Eadius a ist nach Anfg. 11 
das Trägheitsmoment in bezug auf irgend einen Durchmesser J-= j a* sr; 
in bezug auf eine durch den Mittelpunkt rechtwinklig zu der Fläche des 
Kreises gezogene Gerade (.s- Achse) wird daher 
J, — ^a*x. 

Ferner ist für das in Aufg. 6 betrachtete Kechteck: 

J^ = l^bh^, Jy-t^b^h; 
daher folgt 

J, = /^ÖH^.^^-/0■ 
17. Es seien J^, J , Z die Tr^beitsmomente und das Zentrifugal- 
moment (vgl. Kegel S, S. 341) einer ebenen Fläche F in bezug auf zwei 
mit F in derselben Ebene Hegende zueinander rechtwinklige Achsen. 
In weicher Beziehung stehen J"^, J^, und Z^^ zu den Trägheitsmomenten 
Ji, -7, und zu dem Zentrifugalnioment Zf. derselben Fläche in bezug 
auf zwei andere rechtwinklige Achsen %, ij, die mit x, y den Schnitt- 
punkt gemeinsam haben? Dabei mögen die positiven Richtungen der 
Achsen ^, i; mit der positiven Richtiing der a:-Achse die Winkel a bzw. 
« -1- 90« bilden. 

Zwischen den beiden Achsensystemen bestehen, wie in den Ele- 
menten der analytischen Geometrie gezeigt wird, die Beziehungen 

(1) 5 = xcosK 4- ysiuß, i; = — 3:sin « -|- j/cosa. 
Veiraöge de)' selben geht 

J-,~fj'fdidn 

nach Hegel 5, S. 304 f. über in 

(2) J^=j jix^sin^a -{- y^coü^cc — 2xysm acoaa)dxdy, 

denn die Funktionaldeterminante der Substitutionen (1) ist gleich 1, 
Aus (2) folgt sofort 

(3) J". =- Jj,ein-K + J^cos" u — 2Z^^sin cicos«, 
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und analog erhält man 

(4) J = Jj^cos^ß -(- J^sin^ß "T 2Z^j^sin «cos«, 

(5) Z,^„ = KJ^ - J"^)ain2ff + Z^^cosS,;. 
Durch Addition von (3) und (4) ergibt sieh übrigens 

J. ^ j;, = J, - J,^, 

also der schon am Schluß yon Aufg 15 erwähnte Satz. 

Wir erwähnen noch die mit Hilfe der Differentialreelinucg leicht 
zu lösende Aufgabe die Hauptträc/heitsachsm zu bestimmeUj d. b, die beiden 
dareh gehenden Achsen, in bezug auf die das Trägheitsmoment der 
Fläche ein Maximum oder ein Minimum ist, Diese Achsen sind zueinander 
rechtwinklig; die ihnen zugehörigen Trägheitsmomente heißen die ^awp(- 
trägheitsmommte. Ist insbesondere Z^^ = 0, so fallen die Koordinaten- 
achsen mit den Hauptträgheitsachaen zusammen. 

Wird auf allen durch gehenden Geraden g Ton aus nach beiden 
Seiten hin der reeiprohe Wert der Quadratwurzel aus dem auf diese Ge- 
raden bezogenen Trägheitsmoment J^, also 1 •YJ.j, aufgetragen, so er- 
füllen die Endpunkte dieser Strecken die Peripherie einer Ellipse, der 
sogen. Euler sehen TräglmtseUipse. Mit Hilfe von 

cos « = X yj',j, sin ß = !/ yj,j 
und (nach {?>)): 

J,i — J^ sin^ a + J"^ cos^ a — 2 Z^^ sin k cos k 
ergibt sich 
(6) J. ■ ^' + J^ ■ ^' - 2Z,j -xy^X 

als Gleichung der Trägbeitseüipse. Fällt ihr Mittelpunkt in den Schwer- 
punltt der ebenen Fläche F, so wird die Ellipse als Zentralell'^e be- 
zeichnet. 

Wir können hier nicht näher auf diese Dinge eingehen, yenveisen 
vielmehr auf die ausführlicheren Lehrbücher der Mechanik und der 
graphischen Statik.^) 

18. Das Trägheitsmoment J^ eines Botationslcik-pers in bezug auf seine 
geometrische Achse zu bestimmen; der Körper entstehe durch Drehung 
eines Bogene P^Pj der Kurve y =/'(3:) um die 3!-Aehse. 

1) Eb seien z. B. geiianiit; H. Lorenz, Tedimsche Mechanik btariet 
Systeme, München und Berlin 1902; H. Müller-Breslau, Die graphisclie Statik 
der Baukonatruktionen, Stuttgart 1906; 0. Motr, Abhandlungen aus dem. Ge- 
biete der teciiniBChen Mechanik, Berlin 1906; L. Hennebevg, Die araphisrhe 
Statik der starren Systeme, Leipzig und Berlin 1011; G, Hamel, El-meatare 
Mechanik, Leipzig und Berlin 1912. 
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Sind x^, X2 die Äbsziasen der Endpunkte des rotieremlen Bogens, so 
ist jp^^ nach Aufg, 16 das Trägheitsmoment einea zm- Achse recht- 
winkligen Querschnitts; daher folgt 



lj</<i^, 



wo natürlich vor der Integration y durch f{x) zu ei'setzen ist. 

Entsteht der Körper durch Rotation eines FUiehenstüoks wie 
QlF^^F^Q, (Fig. 88) um die 5!;-Achae und sind y = fii^:) , y ^ ip^(x) 
die Gleichungen der Kurven, denen die Bogen F^P^ b^w. QiQ^ 'iige- 
hören, so wird offenbar 



j;= a ^f{<Ps^(x) - (pi^ix)] dx. 



19. Das Trägheitsmoment J einer homogen mit Masse erfüllten 
Kugel von der Dichtigkeit y und vom Radius a in bezug auf eine vom 
Kugelmittelpunkt um die Strecke c entfernte Gerade 

der Kugel bedeutet. Dies soll be- 



wo M die Mas 
wiesen werden. 

Ist J^ das Trägheitsmoment in bezug auf eine 
durch den Kugelmittelpunkt (Schwei-punkt) parallel zur Geraden g ge- 
legte Achse (a;-Acbse) und x^ -\- y^ = a^ die Gleichung des die Kugel 
durch Rotation erzeugenden Kreises, so ist nach Aufg. 18; 



Jr = \ 



^/((i* — 2(1^0? + a^)rf^ -= ila^y^r 



mit Bücksicht auf Aufg. 1 , S, 341 f. folgt daher 

20. Das Trägheitsmoment eines homogenen geraden 
der Masse M in bezug auf seine geometrische Achse (si-Achse) ist 

wobei a den Radius der Basis bezeichnet. 

21. Das Trägheitsmoment J^ eines Rotationskörpers in bezug auf 
eine Gerade (s- Achse), die die geometrische Achse (3:- Achse) recht- 
winklig schneidet, ist 



J^ ™ j^jy^dx + « jx^^ 
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falls y =- fix) die Gleichung der Kurve ist, deren Bogen P^P^ durch 
Drehung um die a^-Ächse den Rotationskörper erzengt. Dies soll be- 
wiesen werden. Natürlich wird hierbei angenommen, daß die y-Ächse 
du*ch den Schnittpunkt der s-Ächse mit der a^-Achse gehe. 

Eine Ebene, die man im Abstände x von der yz-^heae zu dieser 
parallel durch den Körper hindurchlegt, ergibt einen kreisförmigen 
Querschnitt vom Radius y°^f{x), und das Trägheitsmoment dieses 
Schnittes in bezug auf die ^- Achse ist, wie aus Aufg. 16, S. 351 und 
Äufg. 1, S. 341f. hervorgeht, gleich \ y^7t -f- x'y^:T. Folglich wird tat- 
sächlich 



.1^ = \n.iy^dx -\- ^ j 1 



X'yUlx, 

wo vor der Integration y durch f(x) zu ersetzen ist. 

Entsteht der Körper durch Eotation der Fläche Q^J'^^F^Q^ wie in 
Aufg. 18, so erhält man bei Anwendung derselben Bezeichnungs weise 
wie dort: 

J^^ X^j \ 9's* (^) ~ fi^i^) ] äx + nj X- { cp./(x) — 'p^^{x) ] dx. 

22. Bei einem homogenen materiellen geraden Kreiszylinder von 
der Länge l und mit einem Kreis vom Kadius a als Basis erhält man 
für das Trägheitsmoment in bezug auf ein rechtwinklig zur Achse durch 
den Mittelpunkt der Basis gezogene Gerade (^-Ächse) den Ausdruck 

23. Man bestimme das Trägheitsmoment J^ eines homogenen ma- 
teriellen Kreiskegels von der Dichtigkeit y und der Masse M in bezug 
auf einen Durebmeeser der Basis; a sei der Radius der Basis, h die Hohe 
des Kegels. 

Denkt man sich die Basis in der j/^-Ebene gelegen und die Spitze 
des Kegels auf dem positiven Teil der 3;-Achse, so ist 

. = -V 

die Gtleichung der Geraden, durch deren Rotation um die a:-Achse die 
Kegelfläche erzeugt wird. Man erhält also 

oder nach leicht auszuführender Integration: 

■^i = tn"'*^'''y^ + 3ö<*^^V't = a^-?'^(3a" + 2/(^). 



y Google 



Trüglieitsmomeiit des Ellipsoids. 355 

24. Das Trägiieitsmoment des homogen mit Masse von der Dichte 
y erfüllten ElUpsoids 

in bezog auf die 3:-Achse zu bestimmen. 

Man kana die Bestimmung mit Hilfe eines dreifachen Integrals 
ausfuhren. Einfacher führt jedoch, nachdem durch Aufg. 11, S. 348 das 
Trägheitsmoment einer Ellipse in hezug auf ihre Achsen bekannt ist, 
folgender Weg zum Ziel. 

Eine Ebene, die man im Abstand x von der j/^-Ebene parallel zu 
dieser durch den Körper hindnrchlegt, ergibt als Querschnitt die Ellipse 



^-if 1 "■ " ^ i 



3y_ 

mit den Halbachsen 

&i = — ]/«^ — x^, c, = — Ya^ — x^. 

Die Trägheitsmomente J^, Jj dieses Querschnitts in bezug auf seine 
Achsen sind nach Aufg. 11: J^ = \ Ji&^c^*, Jj = 4 ^i^^i^c^; das Trägheits- 
moment des Schnittes in bezug auf die «-Achse des Koordinatensystems 
ist alsdann nach Aufg. 15 gleich J^ + J'3 oder l f\(^7t{\^ + Cj_^). 

Das Trägheitsmoment des Eüipsoids in bezug auf diese Achse wird 
daher 

und bei Einführung der Masse M= \ abcy% folgt 

Die Trägheitsmomente J,j, J^ in bezug auf die beiden anderen 
Achsen sind offenbar 

Auch mit Hilfe von T-Funktionen lassen sich J^, J^ und J", be- 
rechnen. Beschränkt man sich zunächst auf denjenigen ElUpsoidohtanten, 
in dem x, y und s positiv s.ind, so folgt für dessen Trägheitsmoment 
■|-J"^ die Gleichung 
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Hier ist uun 

/ / jy'^dxdydz 

mit Hilfe des Ergebnisses von Anfg. 19, S. 316 zu bereclmen; man hat 
dort 3 = s = 1, r = 3, m = ra = p = 2, die Funktion f gleich der Ein- 
heit zu setzen und findet hierdarch 

Nun ist r (-^-) nach Anfg. 8, S. 242 gleich + Vä und nach Anfg. 4, S. 240 
ist r(p + 1) = pr(p); daher folgt 

] j jy^dxdyäz = lf,al}''cn. 

Analog ej'gibt sieh unter den gleichen Voraussetzungen 

I f j s^dxdyds = j^rtöc^jT, 
somit 

a '^c "° äö^^^Q'^ "^ c^)yTt. und J^ = ^i^abc{\}^ + c^)j'jr. 

Das Trägheitsmoment einer homogenen Kugel vom ßadius n in 
bezug auf irgendeine durch den Kugelmittelpunltt gehende Achse wird 
offenbar 

25. Man bestimme das Trägheitsmoment eines homogenen hohlen 
geraden Kreiseylinders in bezug auf seine geometrische Achse (« - Achse). 
Die Länge des Zylinders sei l, der innere Radius der Basis sei a, der 
äußere a^. 

Bei Einführung von Zylinderkoordinaten (vgl, Aufg. 8, S. 310) ist 
dm =-= yr dz dr d& das Massenelement, daher wird 

J,'= yj j jr'^dsdrdd- --- i y;ri(%* — «*), 

und bei Einführung der Masse M = (a^- — a^)ly^ folgt 

j;= IMia^' + a^). 

Für einen vollständig mit homogener Masse erfüllten Zylinder 
(a = 0) ergibt sich 

26, Das Trägheitsmoment einer Uotations/iöcftc in bezug auf ihre 
geometrische Achse (a:-Ächse) zu beHtimmen, 
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Man vei-fälirt ähnlicli wie in Aufg. 18. Eine zur Achse recht- 
winklige Ebene schneidet die Fläche in einer Kreis per ipherie vom Radius 
j/, deren Trägheitsmoment in beaug auf eine durch den Mittelpunkt 
rechtwinklig zur Ebene des Kreises gelegte Achse nach Aufg. 3, S. 343 
und in Analogie zu Aufg. 15, S. 350 f. gleich 2y^% ist. Bezeichnet ds ein 
Bogenelement der die Fläche durch Rotation erzeugenden Kurve y = /(^), 
so wird also 



,^ß,',äs^2,ß'y, + (itf 



dx, 



wo y noch durch f(x) zu ersetzen ist. 

27. Das Trägheitsmoment J. derselben Fläche in beziig auf die 
.s-Achse des Koordinatensystems zu bestimmen. 

Man verfährt ähnlich wie bei Aufg. 21. Das Trägheitsmoment der 
soeben in Aufg. 26 erwähnten Ereisperipherie in bezug auf die .s-Achse 
ist, wie aus Aufg. 3, S. 343 und Aufg. 1, S. 341f hervorgeht, gleich 
^"jt 4- x^ ■2%y. Folglich wird 

J. = Ttjfds + 27tjx'yds = ^jyiy''' + ^x')]/ 1 + (^^fdx, 

wo vor der Integration y durch f(x) zu ersetzen ist. 

28. Das Trägheitemoment J eines materiellen Körpers in bezug auf 
eine Achse zu bestimmen, die durch den Anfangspunkt eines rechtwink- 
ligen räumhchen Koordinatensystems geht und mit den Koordinaten- 
achsen die Winkel a, ß, y bildet. 

Für das Quadi-at )■* des Abstandes eines Punktes P{x, y, s) von der 
genannten Achse gilt, wie man leicht findet, die Gleichung 

,.s = 3;3 _j^ yS ^_ gS _„ ^^ ^.,,g a -\- y cos ß -\- S cos yf. 
Daher wird 

/=X/j;-..,.. 

gleich einem Ausdnicli. von der Form 

jicos^K + ücos^ß+Ceos^y— 2Z)cos(3cosy-~2£'cos)'coBß— 2FcosKcos^, 

wobei die bekannte Beziehung cos^ e; + cos^ ß -\- eos^ y — 1 benutzt und 
zur Abkürzung 

D^JJJysdm, E =='jjjzxdm, F =J j j xy dm 
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geeetKt ist. Hier sind A, E, C die Trägheitsmomente des Körpers in 
bezug auf die KoordiiiateiiacliBen; die Größen D, E, F stellen die Zen- 
trifugalmomeQte in bezug auf je ein Paar von Koordinate iiebeneu dar 
(Tgl. Regel 5, S. 341). 

29. Der Schwerpunkt einer ebenen Fläche und ihr Trägheitsmoment 
in bezug auf eine Achse sind wichtig bei der Bestimmung des Druck- 
mittelpunktes einer ebenen Fläche F, auf die eine Flüssigkeit Druck aus- 
übt. Es ist dies derjenige Punkt von F, in dem diese B'läche gestützt 
werden muß, wenn sie dem Gesamtdrnck P das Gleichgewicht halten soll. 
Man beweise nun den Satz: Der Druck, den ein© 
~" issigkeit (rechtwinklig) gegen eine ebene Flache 
vom Inhalt F, z. B. ein Stück einer ebenen Gefäß- 
wand, ausübt, ist gleich dem Gewicht einer Flüssig- 
keitesäule, deren Grundfliiehe gleich F und deren 
Höhe der senki'eehte Abstand des Schwerpunktes der 
gedrückten Fläche vom Flüssigkeitsspiegel ist. 

Nehmen wir zunächst au, die Fläche i'' liege 
in einer gegen den Spiegel der Flüssigkeit unter 
Kg. 89. dem Winkel a geneigten Ebene e; mit s werde die 

Ebene des Flüseigkeits spiegeis bezeichnet. Die 
Schnittgerade von e und s wählen wir als y-Ächse eines rechtwinkligen 
Koordinatensystems, eine in der Ebene e rechtwinklig zur y-Achse ge- 
zogene Gerade als a^-Achse (Fig. 89). 

Der auf ein Element dF == dx dy der Fläche F von der Flüssigkeit 
")te Druck ist (vgl. Aufg. 34, S. 18 und Aufg. 37, S. 19 f.) 

dp = yx^va.adxdy, 

wo y das Gewicht der Volumeinheit der Flüssigkeit bezeichnet, der ge- 
samte auf die Fläche ausgeübte Druck P wird daher durch einen Aus- 
druck von der Form 

(1) P — y^iina j j X dx dy 

dargestellt, wobei die Integration s grenzen von der Begrenzung der Flache 
F abhängen. 

Das Integral ist nun nach Regel 4: und 6, S. 326 f. gleich dem Pro- 
dukt aus dem Flächeninhalt F und der Abszisse | ihres Schwerpunktes 
S. Daher folgt 

(2) P^y^i-aa-F'i, 

und wenn man beachtet, daß ^%ma = t die senkrechte Tiefe des Punktes 
S unter dem Fl Üssigkeits Spiegel bedeutet, erhält man in der Formel 
P = yFt den Ausdruck für den zu beweisenden Satz 

Zur Bestimmung der Koordinatm des D> ii'],7HitlJjiHnktes D der 
F^ehe F benutzt man den Satz der Statik, daß das statische Moment 
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der Mittelkraft (Resultante) P in bezog auf die ?/- Achse und in bezug 
auf die a;-Äclise je gleich der Summe der etatischen Momente aller ein- 
zelnen Kräfte yx sin k dx dy in Lezug auf diese Achsen soin muß. Sind 
X und y die Koordinaten von D, so hat man daher 

(3) Fx = ys'maj jx^dxdy, Fy = yaiaajjyjidxdy, 

wobei P durch (1) bestimmt ist. Den Integralen sind natürlich noch 
Grenzen beizufügen, die Ton der Begrenzung der Fläche F abhängen. 
Wird für P der Wert (1) eingetragen, so folgt 

(4) xj jxäxdy =1 j x^dxdy, fjjxdxdy =^J jyxdxdy. 



Die rechte Seite der ersten Ton diesen beiden Gleichungen ist nach 
Regel 2, S. 340 das Trägheitsmoment J^ der FRche F in bezug auf die 
j/-Achse, d. h. in hezug auf die Schnittgerade der Ebene des Flüssig- 
keitsspiegels mit der Ebene, in der die Fläche F liegt. Die rechte Seite 
der zweiten Gleichung (4) ist nach Regel B, S. 341 das Zentrifugal- 
moment Z der Fläche JT in bezug auf die x- und j/-Achse. Der 
Faktor von x und y in den beiden Gleichungen (4) stellt das statische 
Moment S der Fläche Fin bezug auf die j/- Achse dar. Man kann somit 
die Gleichungen (4) in der Form 



(5) 



F-t' " S,, Fi 



schreiben, wo | die Abszisse des Schwerpunktes S der Fläche F be- 
deutet. 

Wie man sieht, ist die Lage des Druckmittelpunktes D in der Ebene 
e der Fläche F unabhängig von dem Winkel k, den diese Ebene mit 
dem Flüssigkeitsspiegel bildet. Dieser Punkt ändert also seine Lage in 
der Ebene e nicht, wenn man sie um die y-Ächse dreht. 

Hat die Fläche J*' eine zur j/-Achse rechtwinklige Symmetrielinie, 
so wird man diese als x-Achse wählen; natürlich liegt ^ 
alsdann der Punkt D in dieser Geraden, y ist Null. V~ 

30. Ein gleichschenkliges Trapez ABGD bilde \ 
eine vertikale Seitenwand eines mit Flüssigkeit ge- C 
fällten Gefäßes; die parallelen Seiten AB und CD l 

(Fig. 90) haben eine Länge tou 2 a bzw. 26 Längen- '^ ^''' 

einheiten, die Höhe des Trapezes sei h. Man bestimme den auf die 
Fläche ausgeübten Druck P, sowie die Lage des Druckmittelpunktes D. 

Bei der aus Fig. 90 ersichtlichen Lage des Koordinatensystems haben 
die Seitenlinien BD und AC die Gleichungen 

(a - i)x + hy ~ ah = 0, bzw. {a - h)x - hy -~-ah = Q, 
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dabür siod bei dem Integral 

P = yj j xdxdy 
die Grenzen der Integration nach y: 

man erhält somit 

Kerner wird 

Px = yj^ fx^dxdy = 'ay{\ {h - u) + | «} k', 

1 = y = y, 

daher 

X = >,, , -„-;,- ; natürlich ist y = 0. 
2(a -|- 2 !)) ' ^ 

Ffir (1 = geht das Trapez in ein gleich sehen liliges Dreieck über, 
dessen Spitze im Flu ssigkeits Spiegel liegt, im Falle 6 = in ein gleich- 
, , , , schenkliges Dreieck, dessen Basis im Flüssigkeits- 
spiegel liegt, für a = fc in ein Rechteck. In diesem 
letzten Fall ist also S = -| 7(, i/ = 0. 

31, In der Tertikaien ebenen Seiten wajid eines 
mit Wasser gefüllten Gefäßes wird ein EecJdeck 
begrenzt, bei dem die Seiten von der Länge a 
parallel zum Wasserspiegel in der Tiefe h^ und 
fej > h^ gelegen sind; die Länge jeder der beiden 
anderen Seiten sei 6, das Öewicht der Volumeinheit Wasser sei y. 

Hier ist bei der aus Fig. 91 ersichtlichen Lage des Koordinaten- 
systems 

J^ = ayj x^dx= l ay (li/ — li^^), F = ali, 

! = /(, + \-b^\[h^^h^y, 

ferner ist P = y'Fl, daher wird (vgl. (5), S. 359): 



man ünilet natürlich y = 0. Im Falle \ = wird x ^ W = -^h wie 
in Aufg. 30. 

32. Eine vertikale Mauer von rGchteckigem Querschnitt hat di.e 
Höhe }i und ist auf der einen Seite bis zum oberen Bande dem Drucke 
von Wasser ausgesetzt. Wie dick ist die Mauer zu machen, damit sie 
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nicht infolge des Di-uckes um ihre untere, dem Wasser abgewaudte 
Kante umkippen kann. Die Verbindung der Mauer mit dem Boden, auf 
dem sie steht, boU unberücksichtigt bleiben. Das Gewicht der Volum- 
einheit sei für das Mauerwerk gleich q, für das Wasser gleich y; die ge- 
suchte Mauerdicke sei d. 

Der auf ein Mauerstüek von der Länge l ausgeübte Druck ist nach 
Aufg. 34, S. 18 gleich jr^lh^; der Druckmittelpunkt hegt nach Aufg. 30 
und 31, S. 360 in der Tiefe |-/( unter dem Wasserspiegel oder in der 
Hohe -|- h über dem Boden. Daa statische Moment des Wasserdruekea 
ist somit \ ylh^ ■ -jh = -^j'lh^. Der Schwerpunkt der Mauer liegt in 
der Höhe -g- h über dem Boden, im Abstand y<5 von der Vorder- oder 
Rückseite der Mauer; in ihm wirkt ihr Gewicht q ■ Ihd senkrecht nach 
unten, mit einem statischen Moment -§- d' ■ qlkö in bezug auf die vorhin 
erwähnte Kante. Dieses Moment muß dem des Wasserdi'uckes gleich 
sein, man hat somit die Gleichung 

l qlkd^— lylh'^, 
woraus 

'-"Vi, 

hervorgeht. 

33. Man bestimme den Abstand d des D ru ck mittelp unkte s der Fläche 
F in Fig. 89, S. 358 von einer durch den Schwerpunkt S dieser Fläche 
parallel zur j/-Aehse gelegten Geraden; | sei die Abszisse des Schwer- 
punktes. 

Jedenfalls liegt der Druckmittelpunkt tiefer als der Schwerpunkt, 
denn der Druck ist in den tiefer gelegenen Teilen der Fläche F größer 
als in den weiter oben gelegenen Teilen; es ist daher (vgl. (5), S. 359): 

^ + d^x^J,:FI, 
und 

d^ ^.|- ■ 

Nach Aufg. 1, S. 341 f. ist iiber J^ — Fl^ gleich dem Trägheits- 
moment J, der Fläche F in bezug auf eine durch ihren Schwerpunkt S 
parallel zur j/-Achse gezogene Gerade. Man erhält daher die einfache 
Formel 

^=H = %- 

34. Die Fläche F in Fig. 89, S. 358 sei eine Ellipse, bei der die 
eine Achse die Länge 2« hat und auf der 3:-Achse des dort benutzten 
Kooidinatensjetems liegt; die andere Achse habe die Länge 2h. Der 
näher am Flüssigkeitsspiegel gelegene Endpunkt der Achse von der 
Länge 2tt habe von der j/- Achse den Abstand /j^, der tiefer gelegene 
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Endpunkt den Abstand h^ = hi-\-2a. Man süLl den Dmckmittelpimkt 
dieser elliptisclien Fläche bestimmen. 

Hier ist J^ nach Aufg. 11,8.348 gleich ^a^&jr; ferner ist | = /[^-}- u, 
F = ahn; daher wird 

S = I + f? « I + j-/^ ^\ + a + 4„-(,27-,,^-^ 
üder 

■"- """"4(fi, + a) ■ 

35. Die F^che F in Fig. 89, S. 358) sei ein Halbkreis, «ad zwar 
möge der diese F^he begrenzende Kreisdurchmesser die Länge 2 a 
haben und auf der «-Achse des dort benutzten Koordinatensystems 
liegen; sein Mittelpunkt habe die Abszisse cc = m. 

Hier ist J^^^a^n (vgl, Anfg. 11, S. 348f.), F=^a^x, g = m, 
also folgt 

^ ^ J-'i im 

Nach Gleichung (5), S. 359 ist 

y = "pi > wobei Z^^ — I t xy dx äy . 

Bei der Integration nach x sind «^=m— ]/t[^— i/^ und a^g^m+ya-— i/- 
die Grenzen, man erhält daher 



K,-f^myV"-^-y''äy- 



Anwendung der Integralreclinung in der Potentialtheorie. 

Nach dem Newtonsehen Gesetz ist die zwischen zwei materieRen 
Punkten Pj und P von den Massen m(, und m stattfindende Anziehungs- 
kraft f dem Ausdruck 

(1) ii - '"; "' 

proportional, wo r die gegenseitige Entfernung der beiden Punkte be- 
deutet. Wir wollen im folgenden die Proportionalitätskonstante gleich 1 
wählen; dies bedeutet, daß man als Einheit der Anziehungskraft die 
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i' materieller Punkte. 



363 



Anzieliung wählt, die zwei Punkte von den Massen i» = m^ = 1 in der 
Einheit der Entfernung (r = 1) aufeinander aiisnben. 

Sind 3^-1, j^i, ^1 und x, y, s die rechtwinkligen Pai-allelkoordinaten 
der beiden Punkte P^ bzw. P, so haben die den Koordinatenachsen x, y, s 
parallelen Komponenten X, Y, Z der Anziehung, 
die der Punkt P^ auf P ausübt (Fig, 92), die Werte 



(^) 



X^ .j' eosK, Y = ■'■ 



' eos(3, 



Hier bedeuten a, ß, y die Winkel, die die in der t/ rig.ga. 

Ricbtnng von P nach Pj gezogene Gerade mit den 

positiven Richtungen der Koordinatenacbaen bildet; da bekanntlich 





cos K = '-' 


', cosU = 


^ 


-^ 


COS;,=.^'-— 


ist, wird 












(3) X 


= »»"^ 5.— ft 


, 3r - " 


.^1 


-t:-!/^ 


Z=--l!l^^. 


rentiatioii 


-9,)' + (»- 


^l) 


folgt 


nun durch partielle 


(i) 


'S-^^^ 


^.. '1; = 


//- 


-?'i. 


r -f- = 3 ~ Sj , 



iso daß die Gleicbungüu (3) durch 

(5) X = - ■"""' i-, r= - '"-?■' I-, i; - - """' I- 

ersetzt werden können oder, mit Rücksicht auf 

durch 

(G) X = m /^, r-m-/ , Z=m /^ ■ 

Betrachtet man die Wirkung mehrerer materieller Punkte Pj , Pj , , , 
mit den Massen in,, m.,, ... auf P und setzt man 



so wird analog 

(7) X = 



n -=.— , i = m -5— , Z = m -.-— • 
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Erfüllen die Massenpunkte einen Körper, eine Mäche oder einen 
Kurvenbosen, bo geht F"= > — ^ über in einen Ausdruck von der Form 



,^j^_ 



wo das Integralzeichen, den soeben erwähnten drei Fällen entsprechend, 
eine dreifache, zweifache oder einfache Integration andeutet. In allen 
diesen Fällen stellen die Gleichungen (7) die Komponenten der An- 
ziehung dar, und dies gilt auch dann noch, wenn sich der Punkt P 
ii^endwo im Innern der anziehenden Massen befindet.^) Man bezeichnet 
diese Funktion Fnach G. Green als FotentialfunJdion, nach C. F. Gauß 
als Potential, nach W. K Hamilton als Kräftefunldion^); für den 
Punkt P ist der 'von^L. Boltzmann zuerst benutzte Name AufpimM^) 
gebräuchlich. 

Man sieht, wie zur Bestimmung der zwischen einem materiellen 
Gfebilde und einem materiellen Punkt P bestehenden Anziehungskraft 
im wesentlichen nur die Bestimmung des Potentials V des betreffenden 
Gebildes in bezug auf P erforderlich ist, denn nach Berechnung von V 



stellen m 



dv er 



Ziehung dar und 



•'Vm^ii 



dV\^ . idVV' 



(9) AF=!,;+|^ + 



diese Anziehung selbst. 

Wir erinnern daran, daß das Potential P'die sogenannte Laplace- 
sche Differentialgleichung (vgl. Teil I, S. 36) 

_ d^V _ 

erfüllt, so lange der Aufpunkt P von der einwirkenden Masse durch 
irgend einen, wenn auch sehr kleinen, Zwischenraum getrennt ist. 

1) Zum NachweiB dieser letzten Tatsache vgl. man z. B. Ä, Wangerin, 
Theorie des Potentials und der Kugelfunktionen, 1. Bd., Leipzig 1904, S. 4 f. 
(Sammlung Schubert Nr. 58). 

ä) Schon J. Lagrange hemevkte (Memoires de rAeademie loyale des Sciences 
de Paris, Savants etrangers, Bd. 7, Paais 1773 = (Euvres de Lagrange, puhL 
pai J.-A. Serret, Bd. 6, Paris 1373, S. 349 f.; Nonveaux MSmoirea de rAcademie 
des Sciences de Berlin, Jahrgang 1777, Beriin 1779, S. 156 = (Eavtes, Bd. 4, 
Paris 1869, S. 402), daß sich im Falle des Newtonscken Anziehungagesetzes die 
Komponenten der AiiEiehung als die partiellen Ableituagen einer und derselhen 
Punktion darstellen laseen und fügte hinzu (Nouv. Möm. de TAcad. dea Soiences 
de Berlin, Jahrg. 1777, Berlin 1779, S. 171f. = CEuvtes, Bd. 4, Paris 1869, S, 418), 
daß es eine solche Funktion auch dann noch gibt, wenn die gegenseitige An- 
ziehungskraft irgendeiner Punktion des Abstandea r proportional ist. 

3) L, Boltamaun, Vorlesungen über Maswells Theorie der Elektrizität 
und des Lichtes, 1. Teil, Leipzig 1801, S. 113. 
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Befindet sich, hingegen der Punkt P irgendwo im Ineern der an- 
ziehenden Masse, so besteht die von S. D. Poisson^) aufgesteRte, aber 
erst von C. F. G auB^) einwandfrei bewiesene Differentialgleichung 

wo y die Dichtigkeit der Masse an der Stelle P bezeichnet. 

Bei eiaem anderen Anziehungsgesetz als dem Newtonschen gelten 

Übrigens die Gleichungen ÄF= bzw. tH^V — — A:%y im Räume von 

drei Dimensionen nicht mehr; hingegen gelten z. B. für das logarithmiscke 

PotenUal W in der Ebene entsprechend (9) und (10) die Gleiehungen 

d'W , 



^+... =0 



(vgl. Teil I, S. -20) bzw. 



Beispiele. 

1. Das Potential V eines homogenen prismatischen Stahes von der 
Länge äa und vom Querschnitt q in bezug auf einen in der Verlängerung 
der Achse des Stabes gelegenen materiellen Punkt 

P zu bestimmen. Dabei sei q so klein, daß bei '■■ a ' " — a ' P 

Berechnung Von V der Sta,b als gerade Linie Yig_ yj, 

von der Länge 2« angesehen werden kann (Fig. 93). 

Der Abstand des Punktes P von der Mitte der Geraden werde mit x be- 
zeichnet, die Dichtigkeit des Stabes mit y. 

Das Potential dV eines unendlich kleinen Massenelementea dm, 
das von P um die Strecke | Pö | = *■ entfernt ist, wird 

<77= ^''^'', daher 7= rq[\nrX.Zlt.l -= J-S '^^^^ 

imd zwar sind hier die Grenzen x -{- a und x — a zu nehmen, wenn 
OF = a; > + (T ist; ist die Abszisse x von P negativ und x\ > -{- a, 
also X <~ a, so wird 



1) Bnlletin de la aociötö philomathique, Bd. 3 (1813), S. 388. 

2) „Allgemeine Lehrsätze in bezug auf die im verkehrten Verhältnisse aus 
Quadrats der Entfernung wirkenden Anaiehungs- und AbstoßungBiräite", Resul- 
tate ans den Beobachtungen des magnetischen Vereins im Jahre 1839, Leipzig 
1840, S. 11— n, abgedruckt in C. F. Gauß Werke, Bd, &, Göttingen 1867, 
S, 205— 211, ferner in Ostwalds Klassikern der esakten Wissenschaften, Nr. 2, 
hrsg. von A. Waagerin, Leipzig 1889, S. 12—18. 



y Google 



366 § ^3. Anwendung der Integralrechauiig in der roteiitia]tliooric. 

Hai. der mateiieRe Punkt P die Masse m, so ist die ¥Oii dem Stab 
ausgeübte Änzieliung 



;-T^r 



wo das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem x>a oder < — a 
ist; M bezeichnet die Masse des Stabes. 

2. Der Punkt P befinde sich nun an 
einer beliebigen Stelle der Ebene, nur niclit 
im Innern oder auf der Oberfläche des Stabes. 
j Bezogen auf das aus Fig. 94 ersichtliche 

Koordinatensystem |, jj habe P die Koordina- 
ten ^=^ X, 'T] ^ y. Ein Volumelement des 
Stabes AB hat die Masse ygd^, daher folgt 

T, rdä r da 

oder (vgl. Aufg, 49, S. 90 und Autg. 1, S. 182) 



Hieraus ergibt s 


dl 












^=-11 


-ri' 


'iv-.t- 


— 1 


+ »■ ^ VW 


1 1 




also mit EüAsicM auf Kg 


94: 










ferner wird 


X. 


= ^qm 


iL 








Y-m~-rq,„ 




1 






^ 

_ » 




iy(i"= 


^)' + 


!? + 


»-I Vi« 
1 


] 




V(» 


+ „) 


+ !/■-« 


+ »■!' 



und wenn man das erste Glied der Klammer mit y{a—xy-\- y^—ia—x), 
das zweite mit "[/(a + a:)* + y^ -\- a -\- x erweitert, so folgt 

3, Man berechne die in Anfg. 2 bestimmten Komponenten 51 und 
Y direkt also ohue Benutzung des Potentials V. 
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Potential und Anziehung eines dünnen prismatisehen Stabes 
Hier wird 

woraus mit Küclisicht auf Aufg. 13, S. 177: 

r 1 -|ä=+- 

X = ~ yqm] -- =r- 

hervorgeht, derselbe Wert wie in Aufg. 2. Ferner wird 



n 1 .i- = — -yqin / -- 



iilso mit Rücksicht auf Aufg. 14, S. 177: 



wie in Aufg, 2. 

Für die Resultaute 2ä = + "|/lX^ + l''*' der btiden Komponentei 
X, Y ergibt sich leicht 



-E- + 



-i^/r 



^)'+!/' l/(« + ^)'+!/"' 



und bei Einführang von Sinus und Kosinus der Winkel CPA ^^ a und 
GPB = ß (Fig. 94) folgt 



Jf_+ IXU.^ yi — (cos K cos ß — sin ß sin (3) = -^^— sin ^ (« + |5). 

Beachtet man, daß 2;'g;!/sin-| (a + ^} die Masse Jlf der zum Zenta-i- 
winkel k -1- j3 gehörigen Sehne lEF (Fig. 94) eines Kreises vom Radius y 
darstellt, so wird 

!/ 
Denkt man sich also im Mittelpunkt S des zur Sehne EF gehörigen 
Kreisbogens die Masse M konzentriert, so ist die von ihr auf P aus- 
geübte Anziehungskraft so groß wie die Anziehungskraft Ü des Stabes 
AS. Es läßt sich leicht zeigen, daß auch die Richtungen der beiden 
Kräfte übereinstimmen, doch möge dieser Nachweis dem Leser über- 
lassen werden. 

4. Man bestimme das Potential V einer kreisförmigen Scheibe vom 
Radius* a und von sehr geringer Dicke d in bezug auf einen senkrecht 
über dem Mittelpunkt der Scheibe im Abstand e befindlichen Punkt P 
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368 § "^3. Anwcnduug der lategralrechriung in dev Potentialtlioorie. 

(Fig. 95). Die Dichtigkeit der Scheibe sei ;' und die Dicke iJ so klein, 
daß bei Beetimmimg von Fdie Scheibe als Kreisfläche betrachtet werdea 
kann. Bei Anwendung von Polarkoordiiiaten r, ^ in der Ebene des 
Kreises ist Tdrd& ■ 8 das Volumen und yd- rdrd& die Masse eines Ele- 
9 der Seheibe. Daher wird 






V=27trd[yr^+s 



= 2%'yä |"|/ßä- 



Mit ßüeksieht auf die Symmetrie der Scheibe und die symmetrische 
Lage des Punktes P kommt nur die ^'-Komponente der Anziehung in 
Betracht. Man findet 



dv 



--'ZxySml , /. .,-l\^-~2nyöm^\^ ~ 



und bei Einführung der Masse der Scheibe M= 

t = y^'^?~^ der Strecke, die man von P nach einem beliebigen Punkt 

des Seheibenrandes ziehen kann, folgt 



yä sowie der Länge 



5. Das Potential und die Anziehungskraft einer Mohlkugel (Kugel- 
schale) zu hestim.mea, und zwar a) in bezug auf einen außerhalb ge- 
legenen Punkt, b) in bezug auf einen Punkt des imieren Hohlraumes, 
c) in bezug auf einen in der Masse der Schale befindlichen Punkt. Dabei 





sei die Dichtigkeit y der Schale an irgend einer Stelle eine Funktion 
y=.(p{f'^ des Abstandes vom Mittelpunkt; die Radien der die Kugelscbale 
begrenzenden Kugeloberfiächen seien ff, und aj>a,, die Entfernung 
■des Aufpnuktes P vom Mittelpunkt der Schale sei s. 

Obenstehende Figur 96 stellt den Schnitt der Kugelsclialo mit 
■deijenigen Meridianebene dar, in der der Punkt P liegt; ferner ist 
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Potential einer Kugelschale. 369 

Oyli=%, OÄ^^a^, OT =• s. Bei Anwendung räaralicEer Polarkoor- 
diiiaten mit dem Anfangspunkt im Mittelpunkt der Kugelscbale und 
mit der schon in Aufg. 23, S. 290 sowie in Aufg. 20, S. 317 benutzten 
und zum Teil aus Fig. 96 ersichtlichen Bezeichnungeweise ergibt sich 
für ein an der Stelle Q befindliches Massenelement der Kugelscbale der 
Ausdruck if(r)r^ &m^drdilrd&. Daher wird 

^ ^ JJJ j/^= + r'-22rcOB,/, 

Wir wollen zunächst das Potential d V einer tmenMck dünnen Kugel- 
schale bestimmen, der die Radien r und r + dr zugehören. Offenbar 
ist hierbei die Integration über •& (die geographische Länge) von ^ = 
bis & = 2% zu erstrecken; da ferner in diesem Fall qi{r)r^dr als ein 
konstanter Faktor zu betrachten ist, folgt 

(2) dV^ ^{rydr ■ 2^ f _^ J^t 

_ 2«^rdr [y^s+^s_2^,.eos^]^="- 

Ist nun a) der Punkt P attßerhalb der Kugelschale gelegen, so sind 
z -{■ r und « — r die zu den Grenzen ji und von i/f gehörigen Werte 
der Quadratwurzel w^-\- Ys^ -\- r^ — 2zr cos ij'; daher wird in diesem Fall 

(3} dV^ -..'tlJ 2r = — (p{r)r''dr. 

Liegt h) der Punkt P im inneren Hohlraum, so sind r -f ^ und 
»• — Ä die zu (f' = n: und ip ~ gehörigen Werte von iv, und man erhält 

(4) dY= 3^^J)rdr _ ^^ _ 4::t<p{r)rdr. 

Nun ist auch das Potential einer Kugelschale S von endlicher Dielte 
leicht zu bestimmen. Im Falle a) erhalt man 

(5) F= ]- Jiacpirydr , 

oder da das Integral offenbar die Masse M der Kugelschale darstellt 
(denn iar'^dr ist das Volumen der unendlich dünnen Kugelschale), so 
folgt 

(6) F_f. 
Im Falle b) wird 

(7) V~i^ j,p(r)rir, 
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370 § 23. Anwendung der Integralrechnung in der Potentialtheorie. 

also ¥0n z unabliäiigig, und wenn insbesondere auch ^{r) = y konstant 
ist, ergibt sich 

(8) 7-2«r(V-o,'). 

Befindet sieh endlieb c) der Punkt P in der Masse der Kugelschale S, 
so legt man durch ihn eine mit der Schale konzentrische Kagelober- 
fläche und kann nun das Potential aus zwei Teilen F,, V^ additiv zu- 
sammensetzen. Der eine von diesen beiden Teilen, V^, bezieht sieh auf 
eine Kugelsehale JC,, deren Begretizungsflächen die Radien a^ und ^>»i 
haben; der andere Teil Fg bezieht sich auf eine Schale K^, deren Be- 
grenzungsÜächen die Radien 3 < «g und a^ haben. Für K, kann P als 
ein äußerer Punkt, für K^ als Punkt des inneren Hohlraumes angesehen 
werden. Nach den soeben für die Fälle a) und &) abgeleiteten Ergeb- 
nissen folgt alsdann: 

(9) F== 7j + Fs = -7 fi^fpiryär + 4jt ((pt'rydr, 
und im Falle konstanter Dichtigkeit y(r) = y: 

(10) F_\"/(»'-V) + 2«r(«,'-«>). 

Für eine Vollkugel («i=0, a^^ d) erhalt man bei konstanter 
Dichtigkeit: 
(U) im Falle a) r^~7ty^^^ 

(12) im Falle c) ¥= 2xya^ - ^xys^. 

Liegt der Punkt auf der Kugelob erflehe (s = a), so folgt aus (11) 
und aus (12) der Wert F=^3rya^ 

Die Anziehung der Kugelsehale auf den Punkt P von der Masse m 
wird im Falle a) 

(13) z = „|I=_»f, 

d. li. die Anziehung ist nach (1) S. 362 dieselbe, (üs wäre die g<mse Masse 
der Kugel in deren MüfeT^nkt vereinigt. 

Im Falle b) erhält man Z=0, denn hier ist F von 2 unabhängig. 
Die Wirliung einer Kugelschale auf einen Funkt des inneren Hohlraumes 
ist daher Nidl. 

Im Falle c) folgt aus (9) unter Anwendung der Regel für die 
Differentiation eines bestimmten Integrals nach seiner oberen oder un- 
teren Grenze (Regel 1, S. 221): 



Z = 
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Potential und AniiehuDg e 
oder 



(14) 



^=-y, jix(p(r)r^dr, 



wo das Integral die Masae M^ der oben mit K^ Ijezeichneten Kugel- 
schale darstellt. Hier wird also 

(15) Z—"-^--, 

die Wirkung ist dieselbe, als wäre die Masse von K^ im MiUelpimJit der 



Die Formeln (13) und (15) gelten auch für die Änsiehung einer 
Vollkugel vom Radius a (% = 0, % = a), wenn M die Masse dieser Engel 
und Jfj die Masse der Kugel vom Radius ? darstellt. Ist insbesondere 
die Dichiiglcmt konstant und der Punkt P im Innm'en gelegen, so igt 
M^ = Y^y^^) daher 

>f = — -j^ymB, 

die Anziehung ist proportional dem Abstand des Punktes P vom Mittel- 
punkt der Kugel. 

6. Die Anziehung Z einer Vollkugel auf einen in ihrem Inneren 
im Abstand s vom Mittelpunkt befindlichen Punkt you der Masse m zu 
bestimmen, wenn die Dichtigkeit y vermöge der Gleichung 

WO c und k positive Konstanten sind, von /■ abhängt. 
Nach (14) in Aufg. 5 erhält man 

(1) Z ~ I i^(_c — r)kr^dr ^ — mak(l c~sy. 

Es möge nun die allerdings gams willkürliche Annahme gemacht 
werden, daß sich bei der Erde, diese als Kugel vom Radius R betrachtet, 
die Dichtigkeit der Formel 

(2) r-(e^r)h 

entsprechend ändert.^) Dabei möge als mittlere Dichte der ganzen Krde 
y^ = 5,5 (bezogen auf die Dichte des Wassers als Einheit), ali mittlere 
Dichte der obersten Schichten ^^=^2,6 angenommen weiden Es lassen 

1) Vgl. für das Folgende B. Grimsehl, Angewandte Potentiilthec ue in 
elementarer Behandlung, 1. Bd., Leipzig 190Ö, S, ö7— üO (Sammlung ScLubert, 
Bd. 38). 
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372 § 23. Anwendung der iDtegralreclinung in der Potentialtheorie. 

sich dann die Konstanten c und k leiebt berechnen. Drückt man näm- 
lich die bekannte Masse der Erde Jlf = -j It^it ■ 5,5 durch das Integral 

(3) M.=^f4.r'x{ü~r)lidr 
aus, so erhält man die Gleichung 

(4) Alxi^-f -?^=-^S}^-'ä,h oder (4c ^ 37i);t = 22; 

außerdem ist mit Rücksicht auf die obersten Schichten der Erde: 

(5) (c " E)lz = 2,5 . 
Aus den Gleichungen (4) und (5) ergibt sich 

Für die Dichte im Erdmittelpunkt (r = 0) würde man unter der ge- 
machten Annahme (2) den Wert y = ck = 14,5 erhalten. 

Aus (1) folgt, daß der absolute Wert der Anziehungskraft für 
£ = yC ein Maximum wird; dies würde einer Entfernung ^ = ö" ,0 ^ 
oder rund -|-R vom Mittelpunkt der Erde entsprechen. 
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AdäitioTtstlicorem A&rSmikikirmriitgxlB. 

AdiabatischeZ-ustandsändenmgii, adiab. 
Eompteasion 44— 4t), adiab. Ausdeh^ 
aixag 44—46, Änderung der Tempera- 
tur hierbei 46, Änderung deä Druckes 
hierbei 46, adiab, Zn stand sänderung 
bei konatantein Volumen 47, bei kon- 
stantem Druck 47 , bei konstanter 
Temperatur 48, adiab, Kurve 44, 49. 

Ätit^lacetat^ Rea^tionsgeecbwindigkeit 
bei Ä. 167—169, 

ÄthylaScohol, Beaktioiisgeschwjadigkeit 
bei Ä. 167, 169, 170, 

Affimtätskoeffieient 162. 

Aitimum TO. 

Aktive Masse eines chemiscben Stoffes 



Sachregister. 

wenn das Zeichen § vor 
Paragraphen. 
AwißußgesehKindigkeü beim Ausfluß 



162. 
Amplitude ei 

grab 210. 
Anziätung ( 

866, 367, 



s elliptiicl e 



prismatifithen btabe"« 
einer kreistbrmigen Scheibe 
368, einer Hohlkugel oder Kugel bchale 
S70, 871, einer Vollkugel 371, 372; 
Anziehung nmgekehrt proportional der 
3, Potenz des AbBtandes 88, 89, 

AnMehungsgesets von Newton 363, 363. 

Arbeit aufgewandt zur Brwärmnng 5, 
geleistet bei adiabatischer Zuetands- 
änderang 46, 47, geleietet von einem 
elektiischen Strom 96. 

Arehimedes, Schwerpunkt der Fläche 
einer Spirale von A, 333, 334, 

Srea KofinuS 143, 144, aej. 

Strea ©inu3 141, 251. 

Atmosphäre neue (metrische) und alte 

Aufpwtkt 364. 

Aiisddmung adiab atisohe 44—47, 

Avsßaß, Zeitdauer des A, aus einem 
faß 56—69, ans einem Rechteck in 
Seitenwand eines Gefäßes 69, 60, 
einem Überfall 60, 



durch die Bodenöffnung e 
54-06. 
Amßußlcoeffizie-nt 66, 60, 

Balken, Biegnngsmoment eines belaste- 
ten B. 36-39, Querkraft, Schabkraft 
oder Transversalkraft eines belasteten 
B. 36, 37. 

Salkenqtierschnitf, seineNulÜnie.Schwer- 
pnnktsachse oder neutrale Achse 345, 
346, seine Bestimmnng bei gegebener 
Belastung des Balkens 349, 350, Bie- 
gnngamoment eines B, 35—39, 846, 
347—349 , sein Widerstandsmoment 
345, 346, 349. 

Sarometrisehe Höhenmessung 30~3S, 
Normilinte Becquerelsträhkn 70, 

Belastwngskurve 36. 

" mittlere spezifische "W&nne 



260. 

Beobachtwngsfehler S28 — 232. 

Berechnung der Gammafunktion und 
ihres Logarithmns 343, der Enleraehe» 
Konstanten 205. 

BeschleuniguTtg der Schwere 13, ihre 
Änderung mit der Entfernung vom 
Erdmittelpunkt 51, B. an der Ober- 
fläche der Sonne 188. 

Bestimmtes Integral 1 § 5 (S. 73 — 75), 
bei Einfähiung neuer Veränderlicher 
49, 73, 306, S06, 317—320, sein Wert 
abgeschätst 306, 267, best. Int. difEe- 
renziert nach einer Grenze 23i, 236, 
differenziert nach einem Parameter 
322—238, uneigentliches best. Int. öO 
bis 64, sein Hauptwert 61, 63, 64, 138, 
Betafunktion 23S— 346. 
Bidone, seine Beschreibung des Wweer- 
Flußläufea 156. 



Biegwngsachne 
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374 Sachj 

Biegungsnwment eines B al k enquersciinitta 

35—39, 346, 347, 349. 
Bimolekulare Eeaktion 166, 167, umltebr- 

bare bimolek. Beaktion 168, 169. 
Binooiisehe Integrale 173—180, 274. 
Bagerdängi von Kurven § 17, S. 268 bis 

295, bei recMwinkligen Koordinaten 

268, 260, bei Polarkoordinaten 268, 

269, der Epitroehoidea 279—281, der 
Hypotrochoiden 381, der Epi- und 
Hypozykloiden 370, 271, der gemeinen 
Zykloide 269, 270, 273, 279, der El- 
lipse 277, 278, 285—388, bei Tuß- 
punktkurven 289, 290, der Kaidioide 
281, der Kettenlinie 371—278, einer 
auf einer Kugel gelegenen Kurve 290 
bis 291, der Lemniskate 282—295, der 
logarithmisclien Linie 276, 277, der 
logaritbniischen Spirale 281, der Lo: 
drome auf der Kugel 291—294, der 
Heilachen Parabel 271, der Parabel 
274—276, B. bei Parallelkurven 
B. der Sinualinie 278, der Sinusspirale 
283, 284, der Zissoide 282. 

Boyle, Geaetz von Hl. 

Chezy-Eytelwemsehe Fo^-mel 152. 
Dehnungskoefßzimt 27. 
Beplacemewt eines Schiffes 11. 
Deviationsvioment siehe Zentrifugalmo- 

Dextrose 161. 

Differential, Verwandlung transzenden- 
ter D. in algebraische 116—119. 

DifferentialgleichMng von Poiason S65. 

DijferentiaHon eines bestimmten Inte- 
grals nach einer Grenze 221, 236, nach 
einem Parameter 222—238. 

DiriehletsiAif: Bedingungen bei Entwick- 
lung einer Funktion in eine Fourier- 
sche Eeibe 194, 195. 

Doppelintegral 303fF., seine Anwendung 
zur Berechnung des Volumens von 
Körpern § 19, S. 303—308, 310, 311, 
zur Berechnung des Inhalts einer ge- 
ki-ümmten Fläche § 20, zurBerechnung 
ebener Flächen S05, 308, 309, 311 bis 
313, Einfiihrnng neuer Veränderlicher 
bei D. 305, 310, 313, 314, D. zur ~ 
Stimmung des Schwerpunkts von 
eben 331—336, zur Bestimmung 
Trä^beitamomenten 340, 341, 348, 350 
bis 362, zur Bestimmung des Druck- 
mittelpnnttes ebener Flächen 368-362, 



Doi i IT S et BR n T a-heitsmoment 
844 34 Best mmun der Dimensionen 
1 e geg ben r Be a t n^, 347, 

J>iofiJseiI ^erjü gung b einem D. 299. 

Drlmonent 35 

e eck T äghe tsmoment elueB D. 847, 
Druckm ttelj unkt e ne D. 360. 

I retfache I teg als 308 ä ihre Anwen- 
dung znr Bere bnun^ es Volumens 
von Korpe n § 19 S o05 806, 814 bis 
^17 E nfubrung ene Veränderlicher 
ie D j 36 '15— ?17, Dreif. I. 
zu B t mmu ir 1er Masse und des 
Sobwerp nktes Ton Körpern 325 — 828, 
3d5 338 zur Bett mm ng you Träg- 
he tsmomenten 341 342 352—358. 
H- k e ner Flua gke t auf eine ebene 
Piaehe 18 auf e n Eecbteck 18—20, 
a t e ne eil j t sehe I he 53, 54, auf 



Kre sfldchen 3( 



-318, D. des 



Wa 81 



auf d e Stützmauer ■ 



Wasaerreser 
Mauer 360 öl E 
e nen Turm 85 86 
be a abat scher Z 
lincltstgle t 29 
ttelpuf 1 1 



vertikale 
des Windes gegen 
Änderung des D. 
and?änderang47. 

ebenen Fläche, 



auf d e eine Flusa gke t Druck ausübt 
85<t 359 361 D der Fläche eines 
T ai eae 3 9 360 e nea Dreiecka 360, 
e nes Rechtecks 36 emer elliptischen 
Fläche 361 362 der Flache einesHalb- 
kreises 362 
D Manje neaTeleg aph nl ihtea273. 

Mff Ih UUrr-otorwa K / 261, 

■" kt St omsta ke 2 2 26 
E l iloln e ne Fe t ke t. ahlen 29, 

ne aulä gea \ nnnngen 29 
i. j eh gii q %b 

fi ( ie Wärmen e ge 
;*. n se ne pe fi he Wä n e 
S llo l Eeakti n ge hw nl gkeit 
he B 17 



Bs vülm Eoakt na 


e cbw nd 


fkeit 


be E 17 










Bl ts<3 rad 


oder S l 




Lon- 


g tndmaia bwingun^e 


82 






El t seile Nac] 


>%ln j 








Elas SS tätag en 


«7 








Flast tat.fl od 1 


27 








EUn efi St 


Warmem 




.ie er 


n en m L te 


nt 


kelt 88 


seine 


Arbe t 96 
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^lektromotorisäie Kraft, ihr Mittelwert 

261, effektive el. K. ^61. 
EkvaHomviinkel 15. 

MUpse, ihr Fläekeniühalt 247—249, Mit- 
ten 2 "" ~ 



nlä 



Q d 






E 332, 
247, 



JE p d V m 30 316, 

m flä h 2 wer- 

p h h E 8 T äg- 

h tarn m d E 

Mlvptisäie Flache, Drack emei llussig- 
keit auf eine eil, Fl. 63, fi4, itre Masse 
327, ihr Trägheitsmoment 348, Druok- 
mittelpunkt einer eil. Fläche 361, 3S2. 

Elliptkdie Integrale % 12, ihre Hormal- 
form nach Legeadre 210, Modul, Ampli- 
tude und Pa«imeter eines ellipt. I. 
210, ihre Normalform nacli WeieratraB 
213, vollständiges ellipt. I. 210, 278, 
eil, I. angewandt znr Rektifikation 
277—281, 283, 285, 295. 

^liptischer Ring, sein Trägheitsmoment 
348. 

Sll^tisehes Paraholoid, sein Volumen 
307. 

Energie, kinetische E. einer Masse 233. 

Epitrodtoide, ihre Bogenlänge 279—281. 

Epizykloide, ihre Bogenlänge 270. 

ETdaf(^e, ihre Länge 52. 

~ ~ " i mittlere Länge 52. 

" t 174, 175. 

EriEärmung der Lnft beim Eöhnwind 45. 

Erxvnmgene Schwingung 85. 

Essigester, aeine Verseifang 167. 

Essigsäure, Reaktionsgeschwindigkeit hei 
E. 169—171. 

Esterbildmig, BeaktionsgeschTrindigkeit 
hei E. 169. 

Eulersehe Konstante 20Ö. 

Eiäersckes Integral 1. ftattung 108, 
3. Gattung 224, 1. und 2. Gattung § 14. 

Eulersehe Trägheitsellipse 353. 

Ea^onentialfitnktion, ihre Integration 64. 

Eytelwein, Formel Ton Chezy-Eytelwein 
162. 

Faden, Longitudinal Schwingungen eines 
elastischen F. 82 — 84, Gleichgewichts- 
lage eines F. 90-93. 

Fagnano, Formel von F. 287. 



?ister. 375 

Eall, freier F. im luftleeren Raum 13, 
14, hei Berücksichtigung der Änderung 
der Beschleunigung der Schwere 51 
bis 63, 185— 18S, F. eines Körpers im 
lufterfOllten Ranm 142-151. 
Fallschirm, Berechnung eines F. 147. 
Faserschielit, neutrale F, eines Balkens 

346, 346. 
Fehlergesetz 228-333. 
FestigheitszM in bezug auf das Zerreißen 

oder Zerdrücken 29. 
Fläche in der Ebene als Integral 2, § 15, 
F. der Ellipse 247—249, der Eilipsen- 
evolute 247, der Fußpunktkurve der 
Ellipse 251, der Hyperbel 5, der Ket- 
tenlinie 67, gewisser sjmmetrisclier 
Knrven 252 — 254, der Lemniskate 251, 
der Parabel i, 6—9, der Pai-abeln 
höherer Ordnung 8, 9, der Sinuslinie 
76, 77, der Sinusspirale 264—255, der 
ZisBoide 184, 185, der gemeinen Zy- 
kloide 247, Fläche in der Ebene als 
Doppelintegral 305, 308, Inhalt einer 
gekrümmten F. % 20, siehe auch Ober- 
fläche. 

Flüssigkeit, Gestalt der Oberftäche einer 
in einem zylindrischen Gefäß rotieren- 
den F. 32—34, 301—302. 

Fluß, Gteschwindigkeit der Wasserteil- 
clien in einem F. 151, 263—266, 

Flußeieen, seine Festigkeitszahlen 29, 
seine zn^ssigcn Spannungen 29. 

Föhnwind, Erwärmung der Luft beim 
: F. 46. 

Fonnfaktor bei einem Wechselstrom 262. 
! Forrtiidlü bei Baumsifimmen 254. 

Fouriersche Beute 194, 198—200. 

FrwMzuelier 161. 

Funktion, Integration der geraden und 
ungeraden Punktionen 75, der ratio- 
nalen F. § 8, der tiigoaom. F. g 6, 
der üyklonietrischen F, 80, 81. 

Funktionatäetermifiante 305, 306, 310. 

Ftißpunkikmven, ihre Bogenlänge 289, 
290, Inhalt der F. einer Ellipse 251, 



GammafmiUion 224, 238—245. 
OangmUet und Kutter, Formel von 152. 
Gaskonstante 234, 235. 
Gastheorie, Wnetische 72, 234. 
Ga/y-Lussacsches Gesetz 30, 31, 43. 
Geirochene rationale Funktion, Regel 
au ihrer Integi-atioa 108—112. 
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Gefährlicher QueTscimitt eines belasteten 

Balkens 37. 
Gefälle, relatives G. bei einem Flusse 161. 
Gemeine Zykloide, ihr Flächeninhalt 247, 
mittlere Lfinge ihrer KrflmmnngBradien 
368, 259, ihre Bogenlänge 269, 270, 
279, Volumen und Oberfläche des Ro- 
tation skÖrpera der gem. Z. 300, 301. 
Gerade FittiMionen, ihre Integration 75. 
Geschviindigkeit beim Fall im luftleeien 
Raum 13, 14, beim Fall im luftleeren 
Raum, wenii die Änderung der Be- 
HchleunigUQg der Schwere berücksich- 
tigt wird 51—53, beim Wurf im luft- 
leeren Baum 15, 16, beim Fall eines 
Kötpers im lufterfüllten Raum 142 hia 
144, 146—149, G. der Moleküle ' 
Gases 234 — 236, mittlerer Wert dieser 
G. 72, G. des Windes 86, G. derWas- 
aerteilchen in einem Fluß 161, mitt- 
lere G. der Elbe 264-266, mittlere 
G. eines frei fallenden Köipi 
Ge«ehmndigkeifshö'he 162. 
Geg(3iwindi<i]ceitskoefßeient 68. 
GkiehgemdäBlage eines Seiles 20 — 23. 
GMchgetüiehtnobeTfläche einer in einem 
zylindrisohen GefäS rotierenden Flfla- 
Bigkeit 32—34, 301, S02, G. des 
Wassers in der Schaufel eines oher- 
schlä«litigen Wasserrades 34, 35. 
Gleichmäßige Konvergene unendlicher 

Reihen 193. 
Grammkalorie 5. 
Grawauilekül 162. 

Grenzen, Änderung der G. eines Inte- 
grals 49, 73, 305, 306, Differentiation 
eines bestimmten Integrals nach 
der beiden G. 321, 233, 237. 
Guldberg, Gesetz von G. nad Waage 162, 

163. 
Guldiii, Eegel von (i. für Rotationskörper 



Halbviertzeit radioaktiver Substanzen 71. 
HajiptsaU, erster H. der mechanischen 

Wärmetlieorie 48. 
Hanptspant eines Schifies 11. 



Hauptträgheitsnw', 

Haapttverf der un eigentlichen Integrale 
ei, 6S, 64, 138. 

SÖhenmessung, barometrische 30 — 32. 

Holienstufe, barometrische H. 31, 32. 

Hohlkugel, ihr Potential 368—370, An- 
zieliniig einer H, 370, 371. 

Hookesches Gesetz 27, 82. 

Hullkurve von Wurfparabeln 17, 

hydraulische Tiefe 161. 

Hyperiel, Flächeninhalt einet H. 6, In- 
halt eines Sektors der H. 350, 251. 

Hyperbolisclie Fmiktimien, ihre Integra- 
tion 67, 261, geometrische Deutung 
der hjp. F. und ihrer Umkehrungen 
250, 251. 

Hypotroehoide, ilre Bogenlänge 281. 

Hypozykloide, ihre Bogenlänge 271. 



Gußeisen, seine Festigkeitszahlen ' 
seine zulässigen Spannungen 20. 

Hängebrilcke 23, 85. 
Halhkmtvergente Reihen 204. 206, 
Halbkreis, Druck von Flüssigkeit auf die 

Fläche eines H. 54, 311—313, Bmck- 

mittelpmikt der Fläche eines H. 363. 
Halbkugel, Ausfluß von Wasser aus 

einer H. 58, Schwerpunkt eines aus 

H. und Kegel : 

pers 337, 338. 



Inhalt, siehe Fläche. 

Integral, unheatimmtM und bestimmtes 
L 1, siehe auch bestimmtes L, von Funk- 
tionen mit konstanten Faktoren 1, 
einer Stimme von Funktionen 1, eines 
Produktes 64, I. als Funktion einer 
Grenze 2S1, 238, ais Funktion eines 
Parameters 222—238, uneigentliches I. 
§ 3, singuläres 1. 61, 63, 137—138, bi- 
nomisches I. 173-180, 274, ellipti- 
sches I. I 12. Integral einer Potenz- 
2—60, derEspo)ientialfunktion64 dea 
Logarithmus 64 von geraden and un 
geraden Funktionen 76 v n cos i, und 
sin« 76—7" von cot -c und tgj 80 
von trigonometrischen Punktionen 
überhaupt tr b vtn ganzen rationalen 
Fkt. 1—49 von gel loehenen rationa 
len Pkt. 108—17. \on algebraischen 
Fkt. 108—1 t -OK— 2''l von Produk 
ten aus Smua und Kosinus >4— 99 
101^106 von transzendenten Fkt 
wenn das Difierential m eine aige 
braische Fkt tran^tormiert wird 105 
bis 108, von rationalen Fkt vona. ind 

173, 176, 176, von ra- 



im- 



3!und]/a3;^-f26^-l^e 
sina: und 1 : cos^ 94, 
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IiaegraU.0 m s 201 

I tegrallogar hn " " 

Integralst ms 2 1 

Ifdeßako ehe an h In gral Integra 
tion durch d e Methode ier ^ubat tu 
t on g 2 part eile der te w se I 64 
I nach Faktoren 64 65 i unen 11 cl ei 
Re h.en g 11 



Ton Kon ewfjiOi chemischer Ve 1 indung 
106 I 162 lö7 
69 Roo ditotcn kiummiin ge "Od 
und i aftefmUion 3S4 

\Kretsbogen sem 8ehwei[unkt u"» si 

Trugheitsmoment 343 
|Ä»eis/!arfe Dmck von Uasae auf e 
809 Trägheit amoment eii 



K 34J 
Äj-enaeftöJ sei 
Riets yltnder b 

356 



Schwell unkt 383 
in Tiagheitsmoment Si 



nnd Integra 
Interpola o s/i 



Integrat oi 



des Kohr u kers 16 



3 18 



Kalone 5 

Kardttndt hre Bof^en 



r Ober 



gsiachut, hei 'Schienen gleisen 

mittlere L'inge des K hev de 

Zykl ide 258 251 mittlere 

Länge des K der zu einem FlaLhen 

punkt gehöligen Normalschnitte 2BJ 

Kru inlmtje Koordu den 305 

Rabat ti § 19 eiete auch Volumen 

Kubische Farahü als Übergaogakur^e 

hei Ei'ienV ahnen 4) 4" 
Kugel, Berei-hnung des Inhalts von 
Teilen ihrer Oberfläche 319, ihre Masse 
338, Volumen eines Sektors der K. 
sn, Schwerpunkt eines Sektors der 
K. 336, Schwerpunkt einer Zone der 
K. 334, Schwerpunkt eines keilförtaigen 
aus der Kugel geschnittenen Körpers 
336, S37, Trägheitsmoment einer K. 
358, 856, Potential und Anziehung 
einer K. 370—372. 
Kugelfvniktionea erster Ai-t 191. 
I Kugelschale, Potential einer K. 368—370, 
I Anziehniig einer K. 370, 371. 
\ Kugel Sektor , sein Volumen 317, sein 
j Schwerpunkt 3S6. 
le chung Kugehone, ihr Schwerpunkt 334. 
90 91 hr Flächeninhalt 67 ih e Bo Kurve, adiabatiaehe 44, 49, polytcopische 
genüge 271—273 hr Schwerpunkt 49, 

328 329 Volumen unl Oberfläche des '■ Kurvenbogen siehe Bogenlänge 
Rotat onskörj e b der L 300 K gle \Kuttei, ioimel von IJangullHt und K 
oben Wd rata des 9 | 153 

Ä efer holz e ne Fest gke tszjJilen 39 ! 



K gJ b halt e ne Te 1 

flache 319 des Kegelmantels 3 3 1 | 
Masse des F 327 '-■ hwerpunkt se ne 
Mantel 3o5 336 '^chwe p des ko 
perl eben K 335 3b cbwerpunkt 
e ne ausK und Hai kugel Ensammen 
gesetz en Ko pe s 37 88 Tr'^ifbe ts 
moment e nes K 353 354 

Kette e ner Hängebr ke 3 

Kettenbrueh se ne Näherungswerte 1 

Kettenb ck Jete nante 190 



zulasa g 
K logr m K(lo-%< 



I LiingenatiAa ung eme^i auf Zug oder 
j Dmck beanspruchten Stabes 27 — 30 
I Laevviof,e ibl 
I Lagraiige, luterpolationafotmel von L 



1 bpanmm^en 9 
e 5 43 

r Masse 233 
K^t%i.ehe G sS 72 234 
Konpia at on s ehe OVerfl he 
Kotrtpresso- ad ahatis heK e n basee • Libensdauer, mittlereL bei ladio aktiven 

44—47 Substanzen 71 

Kontitmante 190. 1 LeminalMte ihi Flächeninhalt 261, ihre 

Konlraktionskoeffisient 56, '. Bogenhlnge 282 — 2S,j 

Kon/oergens, gleichmäßige K. unenillichcr LoganÜtmuche Liwe ihn, ßLgenlänga 
Reihen 193. 276, 377 
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LogaHthmische Spirale, ihie Bogenlänge 
281, ihr Schwerpunkt 830, S31. 

Logarithmisches Fote)itial 366. 

Logarithmus, Beine Integration g 4, 8. 66, 
dev L. als Flächeninhalt 5. 

Liongiiadinahehivingungen eines elasti- 
schen Stabes oder Fadens 82 — 84. 

Jjoxodroiiie ».uf der Kugel, ihre Bogen- 
länge 391—394. 

Iivftwid^stand beim Fall eines Körpers 
142, 145, 146. 

MIatttel siehe Oherfläche. 

Mariotte - Gay - Lussae sahea Gesetz 30, 
31, 43. 

Maschertmi Bah& Konstante 206. 

Masse, aktive M. 163, Bestimmung der 
M. bei nicht homogenen geometrischen 
Gebilden 324—328, M. eines Kreis- 
kegels 327, einer elliptischen Fläche 
327, einer Kugel 328. 

MassenmiUelptmkf aieke Schwerpunkt, 

Masaenwirktinff, Gesetz der chemischen 
M. 162. 

MaterialtratMpm-t, pneumatischer M. 147. ; 

Maxwell, Vetteilungsgeseta ¥on M. 73, j 
233. i 

Medianiselies Wäfi>ieäqtiivalent 6, 43. j 

Mechanisiäie Wärinetheorie, erster Haupt- 
satz der m. W. 43. | 

Mercator, Projektion von M. 293. : 

Messer für Umdrehungsgeschwindigkei- 
tea 34. 

Mittelleert einer Funktion in einem ge- | 
wissen Intervalle § 16, M. der Ge- 
achwindigkeit der Moleküle 72, der i 
Geschw. eines frei fallenden Körpers 
257, der Geschw. beim Schubknxbelge- 
triebe 260, der Geschw. der Elbe 264 I 
Ms 266, der Ordinaten einer Ellipse 
25S, der Btennstrablen einer Ellipse 
268, der Krtimmungsradien der ge- 
meinen Zykloide 258, der Krümmungs- 
radien der zu einem Flächenpunkt ge- 
hörigen Norm als chnitte 269, der spe- 
zifischen Wärme von Benzin 360, der 
elektromotorischen Kraft einer Weck- 
selstrommaschine 261. 

MiUelwertääiee für bestimmte Integrale 
366, 356. 

Mittlere Lebensdauer radioaktiver Sub- 
stanzen 71. 

Moäul eines elliptischen Kormalinte- 
grals £10. 



Mol 162. 

itfoTeMi«; ihre Geschwindigkeit 234— 236, 

Mittelwert ihrer Geschwindigkeit 72. 

Moment, statisches M. 35, 325, 326, 350. 

Xaehwirkung, elastische N. 38. 

Näherungsformel von Simpson 10 — 13. 

Näherungsweise Bestimmung des Inhalts 
einer Fläche 9 — 12, eines bestimmten 
Integrals 10, 81, 83. 

Näh&iingsiDei'te von Kettenbrüchen IflO. 

Natrittmacetat, Keaktionsgesch windig- 
keit bei N. 167. 

Natrmwhydroxyd , Eeaktionsgesch win- 
digkeit bei N. 167. 

Neihche Farabel, ihre Bogenlänge 371. 

Neue Veränderliche, ihre Einführung in 
I Integrale, siehe Substitution in Inte- 
gralen. 

Neutrale Achne eines Balkenquerschnitts 
345, n. Fasersehicht eines Balkens S45, 
316. 

Neivtonsdies AnBiehim,gsgesetz 362, 863. 

NidielstaM von F. Krupp, seine Zug- 
festigkeit 29. 

Niveaufläcke einer Flüssigkeit, die in 
einem Ejlindriechen Gefäß rotiert 32 
bis 34, 301— SOS, N. des Wassers in 
der Schaufel eines oberschlächtigea 
Wasserrades 34, 35. 

NormO.for'mev, elliptischer Integrale 210, 
213, 267, 

NuUinie eines Balkenquevschnitts S45. 

Oberfläche, Inhalt gekrümmter 0, § 20, 

Inhalt der 0. oder des Mantels Ton 

Eotaüonskörpern § 18, S. 395—303, 

338, 339, 0. eines Rotationsparaboloids 

295 — 297, eines RotationselKpsoida 

: und Sphaeroids 297, S98, des Kota- 

i tionskörpers der Kettenlinie 300, des 

I Rotationskörpers der gemeinen Zy- 

I kloide 300, 301, des Ellipsoids 321 

j bis 324, 0. von Teilen einer Kugel 

; 319, von einem Teil eines Kegels 319. 

j Oihangegehv.ind'KiJ eit 86. 

: Orthodiomische Seefahrt 293, 

Fappus, Regeln von P. 33H. 

Parabel, ihr Flächeninhalt 4, 6—9, 308, 
ihre Bogenlänge 274—276, Schwer- 
punkt eines Parabelbogens 329, 330, 
Schwerpunkt der Flä,che einer P. 331, 
33J, Ti igheitsmoment der Fläche einer 

I P 348, P ah Seilkurve 22, 28, ku- 
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biBcbe P. als Übergangekurve bei 
Bisenbabnen 41, 42, l'läehe einer P 
höherer Ordaung 8, 9, Bogenlänge der 
Neüschen P. 271. 
Paraboloid, sein Volumen 307, Volumen 
und Oberfläche des Rotationeparabo 
loids 295, 296. 
S'araUelkarven, ihre Bogenlänge 289. 
Parameter^ Differentiation eines Inte 
grala BBCli einem P. 233—233, P 
eines elliptieohen Normalintegrals 210 
Partialbmchzerltgung echt gebrocbener 

rationaler Punktionen 109—112. 
Tai-tieJle Integration 64. 
Pendel, Schwingnngadauer eines P. 213 

bis 221. 
Pneumatischer Matenaüransport 147. 
J'oisson, Differentialgleichung von P. 365 
Polarkoordinaten, ihre BinfCibranj^ in 
DoppeUntegcitle 310—313, 319, 320 
. in dreifache Integrale 317, 
Tolonittm 70. 
Polytropische Kurven 49. 
Potential % 23, logarithmiscbes P. 366 
P. eines prismatischen Stabes 365, 366 
einer kreiaförmigen Sclieibe 367, 369 
einer HoMkugel oder Kugehchale 368 
bia 370, einer Vollkagel 370. 
PotenUatfimMim 364. 
Polens, Integration einer P. 2—60. 
Fotermreihe, ihre Integration 193. 
Produkt, seine Integration 64. 
I^ofllradius 151. 
Pi-ojektion von Mercator 993. 

Quadratur g 15, siebe auch Fläche. 
^erjtrafi 36, 37, 236. 
■Quersclmitt, gefährliclier Qu. eines be 
lasteten Ba.lkene 37. 

Jtadioaktive Konstante 71. 

Ettdioaktivität 70, 71. 

JRadium und Madimnemanation 70. 

Sationale Funktionen, ihre Integration 
§ 3, Begeln far ihre Integration lOS 
bis 112. 

Jtaithigkeitsmhl 151. 

Saunücurve, Bogenlänge einer E. 269, 
Trägheitsmoment einer E. 343. 

Se<^iion, Geschwindigkeit chemischer R. 
lei— 172, unimolekulare R, 166. bi- 
molekulare B. 166, 167, umkehrbare 
bimolekulare R. 168, 169, trimolcku- 
!are R. 171, 172. 



jistec- 379 

Bealtwnsloiistante 163 

Bechfecl sem Trägheitsmoment 344, 345, 
sein Drnckmittelpunkt 360. 

Seduktiomformeln tur binomische Inte- 
giale 178 179 

Regel von Simpson 10—13, 81, von Pap- 
pns oder von Guldm ,338. 

Bnbung eines um einen Zylinder ge- 
legten Seiles 24 bei Riemen- und Seil- 
tneb 26 eines Zapfens im Lager 25. 

Meibunqskoefli tot 24 26. 

Methe Integration einer unendlichen 
Rpike ^ 11 gleichmSBige Konvergenz 
einer unendiicben Reihe 193, R, für 
die Funktion arc tg > 195, fflr ans sin x 
195 für den Integraikosinus 201, für 
den Integralsmus 201 für den Integral- 
logarithmua 202 halbkonveigente 
Reihe 304 206 

Htkhf katiOTi § 17 siehe auch Bogenlänge. 

EekursioniforHieln bei Integralen ge- 
wjssei tiigonometriBcher Differentiale 
97 bei Integration gewisser rationaler 
Differentiale mit komplexen Faktoren 
im Nennei lio 12o 

Belatnes G-efaüi' bei einem PlnB 151. 

Bo/iiiuc/er seine Inversion 161, 164 bis 
166 16b 

SotaUonsellipooid seine Oberfläche 297, 
298 

SotationsflafJ e Inhalt ibrer Oberfläche 
293— -JOS ihr Schworpunkt 334, ihr 
TrH^heitamoment 35G, 357, eiehe auch 
Rotationskörper 
SofationiJ orjiei '\ olumen und Oberfläche 
der R § 18 Volumen und Oberääehe 
des E der Kettenlinie 300, 338, 339, 
des E der gemeinen Zykloide 300, 301. 
^ olumen desR derBllipsenevoluteSOl, 
Volumen des R der Sinnalinie 302, 
303, Trägheitsmoment einea E. 352,353. 
Motatiortsparaboloid als Gleicbgewichts- 
flächo einer in einem zylindrischen 
GefäÖ rotierenden Flüssigkeit 38, 301, 
302, Ausfluß von Wasser aus einem 
R. 58, sein Volumen und seine Ober- 



n gleichem Widerstand 293, 299. 
■ SB Bergwerks 299. 
Scheibe, Potential und Anziehung einer 

kreisförmigen Seh. 307, 368. 
ScJiraiibendampfei; seine Wasserverdrän- 
gung 11-13. 
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pannung eines Seiles 20^23, 8. bei 

einem auf Zug oder Druck beanapinch- 

ten Stab 37, zulässige S. tei ruheu- 

I der Belastung 29, S. in einem an awei 

Enden aufgehängten Faden 91, 92, in 

einem Balfeenqu ersehn itt 340, 346. 

I pannungseerhist bei einer elektrischen 

I Leitung 32. 

^antfiäeke II. 

Spezifische Wärme b, 44, 49, Bp. W. des 
Eisens 5, des Benzins 2GD. 

Sphaero i se ne Oherflache ■n 298 

Sinll 25 

Sp ale Bogenlänge der logar thm ben 
M 2bl hr Schwe -pankt SSO SSI 
Schwerpunkt der Arch med a hen '• 
333 Säi 

Stab LSjigenlnderung e ues auf Zug 
o 1er D ck heanep u h en S 27 30 
Long tudmalschw ngungen e nes ela 
stia hen S 8 —84 Potent al n 1 An 
z ehun^ eines p mat s hen S 3 & 

I b s 3b7 



St m iv 
I men 263 



S h rp k 

317, Schwerpunkt dea £ 



1 
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tatuch s Mo et o=i 325 => ab 
Stauk rve lol 161 
Stauce'te 163 155 

Strecke Tr ghe tsm ment e ne S 34 
I 1 s 344 

5 Tua W memenge entw ke du h 
eu- en elekt aclien S b8 Ar e e nes 
elekt sehen S J6 

S(n»jii l.e hr M ttel e t be e m 
Weeheelst om ^61 at," effek e "5 
«ß" 63 
Äi ist tut Meth de der Integrat o 
durch 8 i, « 'n n Integralen 49 30o 
310 17— B'iO S51 be eil pt 
I s hen Integralen 209 12 213 

6 ne Integrat on e n r n F k 
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Simpsonsche Segel 10 — 13, 81. 
Stnguläre Integrale 61, 63, 137, 138. 
Smmtinie, ikc FlUckeninhalt 76, 77, ihre 

Bogenlänge 278, Volumen des fiota- 

tionskörpers der 8. S02, SOS. 
Sinusspirale, ihr Flacheninhalt 354, 2B5, 

ihre Bogenlänge 283, 284. 
S<mnblickgipfel, dort beobachtete Orkan- 

geschwindigkeit 86. , 



Tetlv. s I tegr to 64 6 

Teleq i] end ah se n D hhang " 

Tel je at hre And. rung be ad al a 

tiscker Z standainle ng e nes Gasea 

44 4(1 
Thor 

Tef mttlere hjdrau he T 1 1 
To -i eel S^t^ n T 5 
Tt letsVpe S' 
Tragh no i ee ne Best mmung § " 

achs ales T 339, plana es T 339, aqua 
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toriales T. 340, polares T. 340, Be- 
ziehungen zwischen T. in hezug auf 
parallele Achsen 341, 342, T. einer 
Strecke 342—344, eines Kreishogene 
343, eines Kecttecks 344, 346, T, beim 
Doppel-T-Eisen 344, 345, T. eines 
Dreiecks 347, einer Parabelfl&ohe 348, 1 
eines elliptischen Ringes 348, der 
Fläohe einer Ellipse 346, einer Kreis- ] 
^Iclie 849, 8B1, einer ebenen Fläche j 
in beaug auf Bwei rechtwinklige Achsen | 
in der Ebene der Flache 350, 851, i 
einer ebenen Fläche ia bezug auf eine 
zur Ebene rechtwinklige Achse 350, 
351, eines Eotationskürpeis in bezug ' 
auf seine Achse 362, 353, einer Kugel ' 
363, 356, eines Kegels 363, 854, eines 
Botationskörpeis in hezug auf eine ' 
Achse, die die geometrii^clie Achse j 
rechtwinklig schneidet 354, eines Kre s | 
Zylinders 354, 356, eines BUipso ds 
S55, 356, einer Rotationsfläche 3 6 
SB7, eines Körpers in bezug auf irgend i 
eine Achse 3B7, 353. 

Trägheitsradim 341. 

Transformation »on einfachen und meh 
fachen Integralen siebe Substitution 

TransvenaUt/raft 36, 37. | 

Transzendente Differentiale,, ihre Trans I 
formation in algelraische Diff 116 1 
hl« 119 

T apes/laeh( ihr Druckmittelpunkt j 9 
360 I 

TrappBregel 10 11 82 ' 

Traufen iKker 161 

Ti igonomHnsche Seite 194 198—200 
Integration der trig Funktionen § 6 

TnmoleLttlare BeakUmi 171 172 

Turm Druck des Windes gegen einen 
T 8j 86 

ilbertall Aisflaß von Was^ei ii= einem 

Ü 60 
Übel gangnbogen (Überifau" skui vei bei 

E b h gl 40—42 

VI } J -g E b h li 39 

1 41 
U lel b b llit B U 68 

1 9 
ü best te I t j 1 l h hl 

t gral 
U eig Q he I teg le % 
U ndl } B 1 b gl hm B g 

K na 193 k I t g t § 1 



unendl. Reihen von Fourier 194, 198 
bis 200, unendl. R. für arotga: und 
arcsina: 195, für ein elliptisches In- 
tegral 216, 278. 

Unimolekulare Reaktion 166, 107. 

Uranium 70. 

Veränderliche, EinfQhrung neuer V. in 
Integrale, siehe Substitution in Inte- 
gralen. 

Verseifiwg von Essigestet 167, 168. 

VertauschbarJcHt der Reihenfolge zweier 
Integrationen 303. 

Terieilungsgeset^ von Maswell 73, 233. 

Vollständige elliptische Integrale 210, 278, 
285. 

Volumen, seine Berecbnung durch Doppel- 
und dreifache Integrale ^ 19, V. von 
Rotationskörpern ^ 18 (S «95— B03), 
S 838 839 V des Rotat ouaparaho- 
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